ìÅËÃÉÑ 10

ðÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1 ðÕÓÔØ A - ÜÔÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k.

(1) A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ (ÏÔ- ÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 É A) ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

(2) A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÎÁÄ k, ÅÓÌÉ Åč ÃÅÎÔÒ Z(A) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó k. ðÒÉÍÅÒÙ:

(1) A - ÐÏÌÅ ÎÁÄ k, ÔÏÇÄÁ A ÐÒÏÓÔÁÑ (ÎÏ ÎÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ A ≠ k).

(2) A - ÔÅÌÏ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ) ÎÁÄ k, ÔÏÇÄÁ A - ÐÒÏÓÔÁÑ (É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ).

(3) A = Mat_{n×n}(k), ÔÏÇÄÁ A ÐÒÏÓÔÁÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ.

ë ÜÔÉÍ ÐÒÉÍÅÒÁÍ, ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ŒÓč É ÓŒÏÄÉÔÓÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.2 ðÕÓÔØ A - ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) A - ÐÒÏÓÔÁÑ.

(2) A = Mat_{n×n}(D), ÇÄÅ D - ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÔÅÌÏ ÎÁÄ k.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, A - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ⇔ D - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ D ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ A.

ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÁÌ- ÇÅÂÒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.3

(1) åÓÌÉ A - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÎÁÄ k, É B - ÐÒÏÓÔÁÑ, ÔÏ A ⊗_k B - ÐÒÏÓÔÁÑ. åÓÌÉ A É B - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÄ k, ÔÏ A ⊗_k B - ÔÏÖÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ.

(2) Mat_{n×n}(A) ⊗_k B = Mat_{n×n}(A ⊗_k B).

(3) A ⊗_k A^∗ = End_k (A) = Mat_{dim(A)×dim(A)}(k), ÇÄÅ A^∗ - ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (a ∘_A∗ b := b ∘_A a).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.4 îÁÚÏŒčÍ ÄŒÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ Ã.Ð.Á. A É B ÓÔÁÂÉÌØ- ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ A = Mat_{n×n} (D) É B = Mat_{m×m}(D) ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ D.

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ Ã.Ð.Á. ÎÁÄ k (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÔÅÌ ÎÁÄ k) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ⊗_k ÚÁÄÁčÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (ÁÂÅÌÅŒÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ (ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.3). üÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ âÒÁÕÜÒÁ ÐÏÌÑ k, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Br(k).

éÚ ÔÅÏÒÅÍ 10.2 É 10.3(1) (É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÔÅÌ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ Ã.Ð.Á. A ÎÁÄ k, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: A|_k = Mat_{n×n}(k). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim(A) = n^2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5 éÎÄÅËÓÏÍ ind(A) Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉ- ÓÌÏ √ dim(D_A), ÇÄÅ D_A - ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ A.

üËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ e(A) ÁÌÇÅÂÒÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË [A] Œ ÇÒÕÐÐÅ âÒÁÕÜ- ÒÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 10.6

(1) e(A) ÄÅÌÉÔ ind(A).

(2) e(A) É ind(A) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ.

ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ind(A) = p^t, ÇÄÅ p - ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ p-ÐÒÉÍÁÒÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.7 ðÕÓÔØ A - (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ) ÔÅÌÏ ÎÁÄ k. ðÕÓÔØ ind(A) = p^{t1}_1 · : : : · p^{ts}_s - ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ i ≤ s, Œ A ÉÍÅÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ-ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÐÏÄÔÅÌÁ A_{pi} , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ind(A_{pi} ) = p^{ti}_i É A = A_{p1} ⊗_k : : : ⊗_k A_{ps} .

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ Ï Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ p-ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

îÁÓ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÂÕÄÕÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ 2. ðÒÉ- ÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÙ (ÏÂÏÂÝčÎÎÙÈ) ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Quat(a; b), Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Quat(a_1; b_1) ⊗_k

: : : ⊗_k Quat(a_m; b_m) (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.3(1)). œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÜÔÏ ÄÁčÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. ôÅÏÒÅÍÁ íÅÒËÕÒØÅŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ã.Ð.Á. ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ 2 ÓÔÁÂÉÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÀ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ: ôÅÏÒÅÍÁ 10.8

(1) ðÕÓÔØ A - (ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ) Ã.Ð.Á. ÎÁÄ k, É B - ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Z_A(B) - ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ B Œ A (ôÏ ÅÓÔØ, ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó B). ôÏÇÄÁ Z_A(B) - ÐÒÏÓÔÁÑ, É dim(A) = dim(B) · dim(Z_A(B)).

(2) åÓÌÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ, B - ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ, ÔÏ Z_A(B) - ÔÁËÖÅ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ, É A = B ⊗_k Z_A(B).

áÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÓÔÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.9 áÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C(q) := T^∗_k(V_q)=(v ⊗ v − q(v); v ∈ V_q ).

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Œ C(q) ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ, ÎÏ Z=2 -ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ C(q) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ Z=2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ. þčÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ C(q) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ- ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞčÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ C_0(q).

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Z=2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.10 ðÕÓÔØ A É B - ÜÔÏ Z=2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ A ⊙ B ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A ⊗ B, ÇÄÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ a ⊗ b ÒÁŒÎÁ a + b, É (a ⊗ b) · (c ⊗ d) := (−1)^{bc}(ac ⊗ bd) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; c ∈ A, b; d ∈ B.

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÓÕÍÍÙ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 10.11 ðÕÓÔØ q = p ⊥ r. ôÏÇÄÁ C(q) ∼= C(p) ⊙ C(r). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ. □ úÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ C(⟨a⟩) = k √ a Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ 1 = 0; √ a = 1, ÍÙ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩, ÔÏ C(q) = k √ a_1 ⊙ : : : ⊙ k √ a_n. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, C(q) = k⟨x_1; : : : ; x_n⟩=(x^2_i = a_i; x_ix_j = −x_j x_i ÐÒÉ i ≠ j).

ôÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ C(⟨a; b⟩) ∼= Quat(a; b), É C_0(⟨a; b⟩) = k √ −ab = k √ det_±(⟨a; b⟩).

œÙÞÉÓÌÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ 3-È ÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ìÅÍÍÁ 10.12 ðÕÓÔØ q = ⟨a; b; c⟩. ôÏÇÄÁ C_0(q) ∼= Quat(−ab; −bc), É C(q) ∼= C_0(q) ⊗ k √ −abc ∼= Quat_k (−ab; −bc) ⊗ k √ −abc.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ: C(q) = C_0(q) ⊙ k √ det_±(q), ÇÄÅ ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ C_0(q) ËÁË ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÎÕÀ Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: C(q) = k⟨ff; fi; fl⟩=(ff^2 = a; fi^2 = b; fl^2 = c; fffi = −fiff; fifl = −flfi; flff = −fffl). ôÏÇÄÁ C_0(q) ÉÍÅÅÔ k-ÂÁÚÉÓ: 1; fffi; fifl; flff. ïÂÏÚÎÁÞÉŒ: u = fffi, v = fifl, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ C_0(q) = k⟨u; v⟩=(u^2 = −ab; v^2 = −bc; uv = −vu) ∼= Quat(−ab; −bc).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, fffifl ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó C_0(q), É (fffifl)^2 = −abc. ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C_0(q) ⊗_k k √ −abc, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. □ ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.13

(1) ðÕÓÔØ dim(q) - ÎÅÞčÔÎÁ. ôÏÇÄÁ C(q) ∼= C_0(q) ⊗ k √ det_±(q) = C_0(q) ⊙ k √ det_±(q) (ÚÄÅÓØ k √ det_±(q) ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÎÁÂÖčÎÎÙÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ), É C_0(q) - ÜÔÏ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ 2.

(2) ðÕÓÔØ dim(q) - ÞčÔÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ Ã.Ð.Á. A ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ 2 ÎÁÄ k, É (Z=2-ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ) ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Quat(e; f) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Quat(e; f)_0 = √ det_±(q) É C(q) = A ⊙ Quat(e; f). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C_0(q) = A ⊗ k √ det_±(q), É C(q) - ÜÔÏ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ 2 ÎÁÄ k. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n = dim(q). ðÒÉ n ≤ 3 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. œ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ:

1) dim(q) - ÞčÔÎÁ, É p = q ⊥ ⟨a⟩. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, C(q) ∼= A ⊙ Quat(e; f), ÇÄÅ k √ −ef = Quat(e; f)_0 = k √ det_±(q). ðÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÀ 10.11, C(p) ∼= C(q) ⊙ C(⟨a⟩) ∼= (A ⊙ Quat(e; f)) ⊙ k √ a ∼= A ⊙ (Quat(e; f) ⊙ k √ a) ∼= A ⊙ C(⟨e; f; a⟩) ∼= A ⊙ (Quat(−ea; −fa) ⊙ k √ −efa) = (A ⊗ Quat(−ea; −fa)) ⊙ k √ det_±(p).

2) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Œ ÓÌÕÞÁÅ dim(p) - ÎÅÞčÔÎÁ, É q = p ⊥ ⟨b⟩. íÙ ÉÍÅ- ÅÍ: C(p) = C_0(p) ⊙ k √ det_±(p). ôÏÇÄÁ C(q) ∼= C(p) ⊙ C(⟨b⟩) ∼= C_0(p) ⊙ (k √ det_±(p) ⊙ k √ b) ∼= C_0(p) ⊙ Quat(det_±(p); b), ÇÄÅ ÎÁ Quat(det_±(p); b) ∼= k √ det_±(p)⊙k √ b ŒÙÂÒÁÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C_0(q) ∼= C_0(p) ⊗ k √ −b det_±(p) = C_0(p) ⊗ k √ det_±(q). □ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ sw_1(q) = det_±(q) ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ Åč ÁÌÇÅÂÒÅ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, k √ det_±(q) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ Z(C_0(q)) ÁÌÇÅÂÒÙ C_0(q), ÅÓÌÉ dim(q) - ÎÅÞčÔÎÁ, É ÃÅÎÔÒÏÍ Z(C(q)) ÁÌÇÅÂÒÙ C(q), ÅÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ sw_2(q) ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎ Ó C(q). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.14 ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ c(q) ÆÏÒÍÙ q ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ âÒÁÕÜÒÁ Br(k), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÅ C_0(q), ÅÓÌÉ dim(q) - ÎÅÞčÔÎÁ, É C(q), ÅÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.13, ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 2.

éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ K^M_2 (k)=2 Œ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Br_2(k) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ 2 Œ ÇÒÕÐÐÅ âÒÁÕÜÒÁ : K^M_2 (k)=2 → Br_2(k), ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ: ({a; b}) = [Quat(a; b)]. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Quat(a; 1 − a) ∼= Mat_{2×2}(k) É Quat(a; b) ⊗_k Quat(a; c) ∼= Mat_{2×2}(Quat(a; bc)), (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!).

ôÅÏÒÅÍÁ íÅÒËÕÒØÅŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.15

(1) åÓÌÉ dim(q) - ÎÅÞčÔÎÁ, ÔÏ c(q) = (sw_2(q)).

(2) åÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ, ÔÏ c(q) = (sw_2(q) + {−1} · sw_1(q)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ. ïÓÎÏ- ŒÁÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: c(⟨a⟩) = 0, É sw_2(⟨a⟩) = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.13 É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ:

1) åÓÌÉ dim(p) - ÎÅÞčÔÎÁ, É q = p ⊥ ⟨b⟩, ÔÏ

c(q) = c(p) + [Quat(b; det_±(p))];

sw_2(q) = sw_2(p) + {b; det_±(p)} + {−1; det_±(q)}.

2) åÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ, É p = q ⊥ ⟨a⟩, ÔÏ

c(p) = c(q) + [Quat(a; det_±(q))] + [Quat(−1; det_±(q))];

sw_2(p) = sw_2(q) + {a; det_±(q)}.

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. □ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ c|_I 2 = ∘ sw_2|_I 2 , É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÒËÕÒØÅŒÁ (Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÌÑ sw_2) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ q ∈ I^3 ⇔ c(q) = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C(q) "ËÏÄÉÒÕÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ" Ï q, ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó K^M_0 (k)=2, K^M_1 (k)=2 É K^M_2 (k)=2. ïÄÎÁËÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÎÅÓčÔ ÉÎÆÏÒÍÁ- ÃÉÉ Ï K^M_n (k)=2-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÈ q ÐÒÉ n ≥ 3 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, C(⟨⟨a; b; c⟩⟩) ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ (8)).

œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÏ "ÓÔÁÒÙÍÉ" ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ sw_0; sw_1; sw_2, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ, ÏÐÉÛÅÍ ŒÓÅ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ.

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ "ÄÅÊÓÔŒÉÅ" ÆÏÒÍÙ p ÎÁ ÆÏÒÍÅ q (ÍÙ, ËÁË ŒÓÅ- ÇÄÁ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÉÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ), ÔÏ ÅÓÔØ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : V_p → End_k(V_q ), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v ∈ V_p; x; y ∈ V_q : q(æ(v)(x); æ(v)(y)) = p(v) · q(x; y). æÏÒÍÁ q ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ V_q Ó V^∗_q . ôÏÇÄÁ, ÎÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÅÒÅÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË: æ(v) ∘ æ^∗(v) = p(v) · Id_{Vq} .

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ø : C_0(p) → End_k(V_q ) ÆÏÒÍÕÌÏÊ ø (v_1 ⊗ v_2 ⊗ : : : ⊗ v_{2m}) = æ(v_1) ∘ æ(v_2)^∗ ∘ æ(v_3) ∘ æ(v_4)^∗ ∘ : : : ∘ æ(v_{2m})^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.1 ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø - ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ. áÌÇÅÂÒÁ C_0(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏ- ÓÔÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2^{dim(p)−1}, ÅÓÌÉ dim(p) - ÎÅÞčÔÎÁ, É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ A ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2^{dim(p)−2}, ÅÓÌÉ dim(p) - ÞčÔÎÁ.

ôÁË ËÁË ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, ÔÏ ø ÎÁ ÎÅÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ⇒ ÍÏÎÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ, ÔÁË ËÁË ÑÄÒÏ, ÉÎÁÞÅ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅ- ÁÌÏÍ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, End_k(V_q) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2^{dim(p)−1}, ÅÓÌÉ dim(p) - ÎÅÞčÔÎÁ, É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2^{dim(p)−2}, ÅÓÌÉ dim(p) - ÞčÔÎÁ. üÔÏ ŒÌÅÞčÔ, ÞÔÏ (dim(q))^2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2^{dim(p)−1} É 2^{dim(p)−2}, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.8(1)).

åÓÌÉ, ÔÅÐÅÒØ, q - ÆÏÒÍÁ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÔÏ q "ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ" ÎÁ ÓÅÂÅ, É (dim(q))^2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2^{dim(q)−1}, ÉÌÉ 2^{dim(q)−2}, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ dim(q).

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, dim(q) ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ 1,2,4, ÉÌÉ 8-ÍÉ.

ôÁË ËÁË ÆÏÒÍÁ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÏÊ, Á ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ É ÐÆÉ- ÓÔÅÒÏŒÙ ÆÏÒÍÙ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 1,2,4,8 ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙ):

ôÅÏÒÅÍÁ 10.16 ðÕÓÔØ q - ÜÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) q Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

(2) q ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ 0,1,2, ÉÌÉ 3.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10.2 ðÕÓÔØ k = R, p = ⟨1; : : : ; 1⟩ É q = ⟨1; : : : ; 1⟩ - ÜÔÏ ÆÏÒÍÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m É n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ p ÎÁ q. õÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÓŒÑÚØ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÎÁ ÓÆÅÒÅ.