ìÅËÃÉÑ 11

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÌÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÞčÔÎÙÍ u-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ.

æÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÉÎÄÅËÓÁ Ã.Ð.Á

úÄÅÓØ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ŒÏÐÒÏÓ: ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÄ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ÂÁÚÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÔ- ŒÅÞÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ Œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.1 ðÕÓÔØ D - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÔÅÌÏ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ k, É E=k - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ind(D_E ) = ind(D)=m, ÇÄÅ m - ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ÎÁÄ k) ÐÏÄÐÏÌÑ F ⊂ E, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ D.

ïÔŒÅÔ ÔÁËÖÅ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ E - ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ k (íÅÒËÕÒØÅŒ - ðÁÎÉÎ). œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ E = k(q), ÇÄÅ q - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11.2 (á.íÅÒËÕÒØÅŒ) ðÕÓÔØ D - ÜÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÔÅÌÏ ÎÁÄ k, É q - ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k. ôÏÇÄÁ ind(D_{k(q)}) ÌÉÂÏ = ind(D), ÌÉÂÏ ind(D)=2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

(1) åÓÌÉ dim(q) - ÎÅÞčÔÎÁ, ÔÏ D ∼= B⊗_k C_0(q) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÙ B. (2) åÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ, É det_±(q) ≠ 1, ÔÏ D_k√_{det±(q)} ∼= B ⊗_k C(q) ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÙ B ÎÁÄ k √ det_±(q).

(3) åÓÌÉ dim(q) - ÞčÔÎÁ, É det_±(q) = 1 (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, q ∈ I^2(k)), ÔÏ D ∼= B ⊗_k A, ÇÄÅ A - ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.13, É B - ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËŒÉÌÌÅÎÏŒÓËÏÊ ë-ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËŒÁÄÒÉËÉ (ÓÍ. (1) á.íÅÒËÕÒØÅŒ "ðÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ", éÚŒ. áËÁÄ. îÁÕË óóóò, ÓÅÒ. íÁÔÅÍ., ôÏÍ

55 (1991), ÎÏÍ.1; (2) R.G.Swan "K-theory of quadratic hypersurfaces", Ann. of Math. (2) 122 (1985), 113-153), É ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÅÇÏ.

óÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÞčÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.

ðÏÌÑ Ó u-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ 2n

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11.1 ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q ∈ I^2(k), ÔÏ C(q) ∼= Mat_{2×2}(A), ÇÄÅ A - Ã.Ð.ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.13.

ðÕÓÔØ q ∈ I^1(k) - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ind(C(q)) ¡ 2^{dim(q)=2}, ÔÏ q ∈ I^2(k)?

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ q ∈ I^2(k), ÔÏ ind(C(q)) ≤ 2^{(dim(q)−2)=2}. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 10.15, c(q ⊥ H ) = c(q), É, ÚÎÁ- ÞÉÔ, ind(C(q)) = ind(C(q ⊥ H )). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ind(C(q)) ≤ 2^{(dim(qan)−2)=2}. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q ∈ I^2(k), É ind(C(q)) = 2^{(dim(q)−2)=2}, ÔÏ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓ ÁÌÇÅÂÒÙ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ ÆÏÒÍÙ q ∈ I^2 ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ E=k, ÆÏÒÍÁ q|_E ÂÕÄÅÔ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ, ÅÓÌÉ ind(C(q)_E) = ind(C(q)).

ðÕÓÔØ k - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÉÍÅÀÔÓÑ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÎÙÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÙ Quat(a_1; b_1); : : : ; Quat(a_n; b_n), ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ C := Quat(a_1; b_1)⊗_k : : : ⊗_k Quat(a_n; b_n) ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ (2^n). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ k_0(a_1; b_1; : : : ; a_n; b_n), ÇÄÅ a_i; b_j - ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ, É k_0 - ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 11.3 ðÕÓÔØ Quat(a_1; b_1); : : : ; Quat(a_n; b_n) - ÁÌÇÅÂÒÙ ËŒÁ- ÔÅÒÎÉÏÎÏŒ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÁ q ∈ I^2(k) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n + 2, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ C(q) ∼= Mat_{2×2}(Quat(a_1; b_1) ⊗_k : : : ⊗_k Quat(a_n; b_n)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ p - ÜÔÏ ÆÏÒÍÁ ŒÉÄÁ ˘·⟨⟨a; b⟩⟩. ôÏÇÄÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 10.15(2), C(p) ∼= Mat_{2×2}(Quat(a; b)). ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÌÅÞčÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ q; r ∈ I^2(k), ÔÏ c(q ⊥ r) = c(q) + c(r). äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 2n + 2-ÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ∈ I^2, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ q = ˘_1 · ⟨⟨a_1; b_1⟩⟩ + : : :+˘_n ·⟨⟨a_n; b_n⟩⟩ Œ ËÏÌØÃÅ œÉÔÔÁ W (k). ðÒÉ n = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ r - ÜÔÏ 2n-ÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ r = ˘_1 · ⟨⟨a_1; b_1⟩⟩ + : : : + ˘_{n−1} · ⟨⟨a_{n−1}; b_{n−1}⟩⟩ Œ W (k). ðÕÓÔØ −˘_n - ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ r ⊥ ˘_n · ⟨⟨a_n; b_n⟩⟩ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, r ⊥ ˘_n · ⟨⟨a_n; b_n⟩⟩ = H ⊥ q. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ q - ÜÔÏ ÎÕÖÎÁÑ ÎÁÍ ÆÏÒÍÁ.

éÍÅÅÍ: c(q) = [Quat(a_1; b_1)] + : : : + [Quat(a_n; b_n)]. õÞÉÔÙŒÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ: C(q) ∼= Mat_{2×2}(Quat(a_1; b_1) ⊗_k : : : ⊗_k Quat(a_n; b_n)). □ œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ind(Quat(a_1; b_1) ⊗_k : : : ⊗_k Quat(a_n; b_n)) = 2^n, ÔÏ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÂÕÄÅÔ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ.

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÅ Ó u-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ 2(n + 2) ËÁË ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÅÄÅÌ k_∞ ÐÏÌÅÊ k ⊂ k_1 ⊂ : : : ⊂ k_i ⊂ : : : , ÇÄÅ k_i = lim_{(q1;::: ;qs)}(k_{i−1}(q_1) : : : (q_s)), ÇÄÅ (q_1; : : : ; q_s) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ k_{i−1} ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n + 3.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, u(k_∞) ≤ 2n + 2.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÆÏÒÍÁ q|_{k∞} -ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. þÔÏÂÙ ÕŒÉÄÅÔØ ÜÔÏ - ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ind(C(q|_F )) = 2^n, É r - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n + 3, ÔÏ ind(C(q|_{F (r)})) = 2^n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ íÅÒËÕÒØÅŒÁ, ÉÎÄÅËÓ ÍÏÇ ÂÙ ÐÏÎÉÚÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ D_{q|F} ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: D_{q|F} ∼= B ⊗_F C_0(r). îÏ dim_F (C_0(r)) = 2^{dim(r)−1} = 2^{2n+2}, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË dim_F (D_{q|F} ) = 2^{2n}. úÎÁ- ÞÉÔ, ind(C(q|_{F (r)})) = 2^n, É ind(q|_{k∞} ) = 2^n. á ÜÔÏ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ŒÌÅÞčÔ ÁÎÉÚÏÔÒÒÏÐÎÏÓÔØ q|_{k∞} .