ìÅËÃÉÑ 13

ôÏ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ Q ÏÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓŒÑÚÁÎÏ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.1 œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K^M_n (Q)=2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÔÙ- ÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÒÉ n ≥ 3 - ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁÍ - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ {−1; : : : ; −1}. ôÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ n = 2.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ (äÉÒÉÈÌÅ) ðÕÓÔØ a; b ∈ N - ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + bn; n ∈ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ.

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ j ⊕ (⊕_{p−ÎÅÞ.}@_p=2) ÚÁÄÁčÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ K^M_2 (Q)=2 Ó Z=2 ⊕ (⊕_{p−ÎÅÞ.}Z=2). õÓÌÏŒÉÍÓÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÛÉÈ ÇÒÕÐÐ Z=2 ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ. ðÕÓÔØ u ∈ K^M_2 (Q)=2 - ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ. ðÕÓÔØ p_1; : : : ; p_k - ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ (@_l=2)(u) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ l ≠ p_i.

äÏÂÁŒÉŒ Ë ÚÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ ŒÉÄÁ 4n − 1, ÅÓÌÉ ÎÕÖ- ÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (−1)^{j(u)} · p_1 · : : : · p_k ≡ −1 ( mod 4). äÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ i ≤ k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a_{pi} ∈ Z=p_i ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ) ËŒÁÄÒÁÔ, ÅÓÌÉ (@_{pi} =2)(u) = 0, É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅËŒÁÄÒÁÔ, ÅÓÌÉ (@_{pi} =2)(u) ≠ 0. ðÏ- ÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ: a_2 = (−1)^s ∈ Z=4, ÇÄÅ s - ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÒÅÄÉ j(u); (@_p=2)(u). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ äÉÒÉÈÌÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ q, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ q ( mod p_i) = (−1)^{j(u)}a_{pi} É q ( mod 4) = (−1)^{j(u)}a_2. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ {(−1)^{j(u)}p_1 · : : : · p_k ; (−1)^{j(u)}q} = u.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ j É (@_l=2) ÎÁ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (@_l=2)({(−1)^{j(u)}p_1·: : :·p_k ; (−1)^{j(u)}q}) = 0 = (@_l=2)(u) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ l ËÒÏÍÅ p_i-ÙÈ É q. ôÁËÖÅ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ j({(−1)^{j(u)}p_1 ·: : :·p_k ; (−1)^{j(u)}q}) = j(u). @_{pi} ({(−1)^{j(u)}p_1 ·: : :·p_k ; (−1)^{j(u)}q}) ≡ a_{pi} ( mod p_i), É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, (@_{pi} =2)({(−1)^{j(u)}p_1 ·: : :·p_k ; (−1)^{j(u)}q}) ÂÕÄÅÔ ÎÕ- ÌÅŒÏÅ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a_{pi} - ËŒÁÄÒÁÔ, Á ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (@_{pi} =2)(u) = 0. úÎÁÞÉÔ, (@_{pi} =2)({(−1)^{j(u)}p_1 · : : :· p_k; (−1)^{j(u)}q}) = (@_{pi} =2)(u). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ (@_q=2).

ðÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ (Œ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ), (v) = ∑ p(@_p=2)(v) + j(v). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

({(−1)^{j(u)}p_1·: : :·p_k; (−1)^{j(u)}q}) = (u). îÏ ({(−1)^{j(u)}p_1·: : :·p_k; (−1)^{j(u)}q}) = ((−1)^{j(u)}p_1 · : : : · p_k − 1)=2) · ((−1)^{j(u)}q − 1)=2). ôÁË ËÁË ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÔÏ ({(−1)^{j(u)}p_1 · : : : · p_k ; (−1)^{j(u)}q}) - ÎÕÌÅ- ŒÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (−1)^{j(u)}q ≡ 1 ( mod 4), ÔÏ ÅÓÔØ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ j(u); (@_{pi} =2)(u) ÞčÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ. îÏ ÔÁË ËÁË (u) = ∑ p_i (@pi =2)(u) + j(u), ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ (u) =

0. úÎÁÞÉÔ, ({(−1)^{j(u)}p_1 · : : :· p_k; (−1)^{j(u)}q}) = (u), (@_q=2)({(−1)^{j(u)}p_1 · : : :· p_k ; (−1)^{j(u)}q}) = (@_q=2)(u), É u = {(−1)^{j(u)}p_1 · : : : · p_k ; (−1)^{j(u)}q}. □

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ, K^M_∗ =2 ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ

ðÕÓÔØ k - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ ŒÉÄÁ (ff_1; : : : ; ff_m), ÇÄÅ ff_i ∈ K^M_{ri} (k)=2 - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, É 0 ≤ r_1 ¡ : : : ¡ r_m. íÙ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ~ → W (k) ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f((ff_1; : : : ; ff_m)) = ∑ i(−1)^{i−1}⟨⟨ff_i⟩⟩, ÇÄÅ ⟨⟨ff_i⟩⟩ - ÜÔÏ r_i-ËÒÁÔÎÁÑ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ff_i.

ôÅÏÒÅÍÁ 13.2 ðÕÓÔØ k - ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ, ÞÔÏ K^M_n (k)=2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q ÎÁÄ k Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ- ÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

∑_m i=1(−1)^{i−1}⟨⟨ff_i⟩⟩, ÇÄÅ ff_i - ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÓÔÅÐÅÎÉ r_i, É 0 ≤ r_1 ¡ : : : ¡ r_m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: óÐÅÒŒÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ f. ðÕÓÔØ q = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩ - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ Œ W (k), q = ⟨a_1⟩ + : : : + ⟨a_n⟩ =

∑_n

j=1(−1)^{j−1}(1 − ⟨1; (−1)^j a_j ⟩) = (1 + (−1)^n)=2 · ⟨1⟩ − ∑_n

j=0(−1)^{j−1}(⟨⟨(−1)^j a_j ⟩⟩).

äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ t, ÞÔÏ ÅÓÌÉ fi_1; : : : ; fi_t ∈ K^M_s (k)=2, ÔÏ ∑_t

l=1(−1)^{l−1}⟨⟨fi_l⟩⟩ =

∑_t′

u=1(−1)^{u−1}⟨⟨fl_u⟩⟩, ÇÄÅ fl_u ∈ K^M_{su} (k)=2 - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, É s ≤ s_1 ¡ : : : ¡ s_t′ . ðÒÉ t = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, Á ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

åÓÌÉ ¸_1; ¸_2 ∈ K^M_s′ (k)=2 - ÞÉÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÔÏ ¸_1+¸_2 - ÔÁËÖÅ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍ- ŒÏÌ (ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ). éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: ¸_1 + ¸_2 - ÎÕÌÅŒÏÊ, ÉÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ⟨⟨¸_1⟩⟩ − ⟨⟨¸_2⟩⟩ = 0. œÏ ŒÔÏÒÏÍ (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.5), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ¸_1; ¸_2 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÞÉÓÔÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ Ø ÓÔÅÐÅÎÉ s^′ −1. ôÏÇÄÁ ⟨⟨¸_1⟩⟩−⟨⟨¸_2⟩⟩ = ⟨⟨Ø⟩⟩(⟨⟨b_1⟩⟩− ⟨⟨b_2⟩⟩) = ⟨⟨Ø⟩⟩(⟨⟨−b_1b_2⟩⟩ − ⟨⟨b_1; −b_2⟩⟩) = ⟨⟨Ø · {−b_1b_2}⟩⟩ − ⟨⟨Ø · {b_1; −b_2}⟩⟩.

ðÏÜÔÏÍÕ,

∑_t

l=1(−1)^{l−1}⟨⟨fi_l⟩⟩ = ÌÉÂÏ ⟨⟨fi^′⟩⟩ − ∑_{t−1} j=1⟨⟨w_j ⟩⟩, ÌÉÂÏ ∑_{t−1} j=1⟨⟨w_j ⟩⟩,

ÇÄÅ w_j ∈ K^M_{s+1}(k)=2 - ÞÉÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, É fi^′ ∈ K^M_s (k)=2 - ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÞÉ- ÓÔÙÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÓÄÅÌÁÎ, É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÓÔØ f ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ f. ðÕÓÔØ

∑_m i=1(−1)^{i−1}⟨⟨ff_i⟩⟩ =

∑_n j=1(−1)^{j−1}⟨⟨fi_j ⟩⟩ Œ W (k). ðÕÓÔØ ff_1 ∈ K^M_{r1} (k)=2 É fi_1 ∈ K^M_{s1} (k)=2. åÓÌÉ r_1 ¿ s_1, ÔÏ

∑_m

i=1(−1)^{i−1}⟨⟨ff_i⟩⟩ ∈ I^{r1} , Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ, ËÁË

∑_n j=1(−1)^{j−1}⟨⟨fi_j ⟩⟩ =∈ I^{s1+1} ⊃ I^n. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ s_1 ¿ r_1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ s_1 = r_1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ⟨⟨ff_1⟩⟩ ≡ ⟨⟨fi_1⟩⟩ ( mod I^{s1 +1}). á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ff_1 = fi_1. óÏËÒÁÝÁÑ ÐÅÒŒÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ff_2 = fi_2, É Ô.Ä. ... . □