ìÅËÃÉÑ 3

ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ char(k) ≠ 2.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.1 ðÕÓÔØ F_q - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (char(k) ≠ 2). åÓÌÉ q = ⟨a; b⟩ - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F_q , ÔÏ ÌÀÂÏÅ c ∈ F^∗_q ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ q. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ≥ 3 ÎÁÄ F_q - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÉÄÁ ax^2, ÒÁŒÎÏ ËÁË É ŒÉÄÁ c−by^2, ÂÕÄÅÔ (q + 1)=2 ÛÔÕË Œ F_q , ÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ax^2 + by^2 = c ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ F_q . □ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ F_q ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ 0; 1 É 2. æÏÒÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ F^∗_q =(F^∗_q )^2, ÔÏ ÅÓÔØ, ÄŒÅ: ⟨1⟩ É ⟨”⟩, ÇÄÅ ” - ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 ðÕÓÔØ q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ det_±(q) ∈ k^∗=(k^∗)^2 ËÁË (−1)^{[dim(q)=2]} · det(B_q), ÇÄÅ det(B_q) - ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. åÓÌÉ q = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩, ÔÏ det_±(q) = (−1)^{[dim(q)=2]}

∏_n i=1 a_i. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p - ÞčÔÎÏÍÅÒÎÁÑ, ÔÏ det_±(q ⊥ p) = det_±(q) · det_±(p). á ÔÁË ËÁË det_±(H ) = 1, ÔÏ det_± ÓÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ W (k) → k^∗=(k^∗)^2.

ìÅÍÍÁ 3.3 åÓÌÉ q - ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, ÔÏ q ∼= H ⇔ det_±(q) = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ ŒŒÉÄÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a · H ∼= H . □ åÓÌÉ q - ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ F_q , ÔÏ q = ˘ · ⟨1; − det_±(q)⟩. îÏ ÆÏÒÍÁ ⟨1; − det_±(q)⟩ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ F_q , ÐÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ 3.1. úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 2.1(2), ˘·⟨1; − det_±(q)⟩ ∼= ⟨1; − det_±(q)⟩. úÎÁ- ÞÉÔ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ 2-ÍÅÒÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ k ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F^∗_q =(F^∗_q )^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÔŒÅÞÁ- ÀÝÁÑ 1, ÂÕÄÅÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ 2-ÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÄ F_q ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÁ ⟨1; −”⟩, ÇÄÅ ” - ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ Œ F_q . íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ W (F_q ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ: 0, ⟨1⟩, ⟨”⟩, É ⟨1; −”⟩.

éÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: 1) −1 - ËŒÁÄÒÁÔ Œ F_q ; 2) −1 - ÎÅ ËŒÁÄÒÁÔ. 1) ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ ⟨1; 1⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ W (F_q ) ÉÍÅÀÔ ÐÏÒÑÄÏË 2. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ x := ⟨1; −”⟩, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÀÒØÅËÃÉÀ Z=2[x] →

W (F_q ). á ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÁ ⟨1; −”⟩ · ⟨1; −”⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÔÏ W (F_q ) ∼= Z=2[x]=(x^2).

2) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÆÏÒÍÁ ⟨1; 1⟩ ÎÅÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ⟨1⟩ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 4. ôÏÇÄÁ W (k) ∼= Z=4.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ôÅÏÒÅÍÁ 3.4

(1) åÓÌÉ q ≡ 1 ( mod 4), ÔÏ W (F_q ) ∼= Z=2[x]=(x^2).

(2) åÓÌÉ q ≡ 3 ( mod 4), ÔÏ W (F_q ) ∼= Z=4.

ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÑ ÎÁ W (k)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ I ÉÄÅÁÌ ÞčÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÆÏÒÍ Œ W (k). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ I = Ker(dim =2), ÇÄÅ dim =2 : W (k) → Z=2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ( mod 2). I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ÆÉÌØÔÒÁÃÉÀ W (k) ⊃ I ⊃ I^2 ⊃ : : : ⊃ I^n ⊃ : : : ÎÁ W (k). ðÒÉÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ gr^∗_I : (W (k)).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1 ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ I - ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ W (k), ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 2. (éÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ ⟨1; −a⟩ · ⟨1; a⟩.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ k ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÆÏÒÍÁ ⊥^n_{i=1} ⟨1⟩ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ), ÔÏ I - ÜÔÏ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ W (k).

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ gr^0_I : (W (k)) ∼= Z=2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ det_± ÚÁÄÁčÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ gr^1_I : (W (k)) → k^∗=(k^∗)^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5 ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ det_± : gr^1_I : (W (k)) → k^∗=(k^∗)^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ ÆÏÒÍÕÌÏÊ a → ⟨1; −a⟩ ( mod I^2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ æ - ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, æ(a) + æ(b) − æ(ab) = ⟨1; −a⟩ + ⟨1; −b⟩ − ⟨1; −ab⟩ = ⟨1; −a; −b; ab⟩. îÏ ÔÁË ËÁË ⟨1; −a; −b; ab⟩ = ⟨1; −a⟩ · ⟨1; −b⟩ ∈ I^2, ÔÏ æ(a) + æ(b) = æ(ab).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ det_± ∘æ = id_k∗_{=2}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, I ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÆÏÒÍÁÍÉ ŒÉÄÁ ⟨1; −a⟩, É æ - ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. úÎÁÞÉÔ, det_± É æ - ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. □ ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÉÓÁÔØ gr^n_I : (W (k)) ÐÒÉ n ≥ 2. ñÓÎÏ, ÞÔÏ gr^∗_I : (W (k)) ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÏ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ Z=2 ÓŒÏÅÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ 1. éÎÁÞÅ ÇÏ- ŒÏÒÑ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ T^∗_{Z=2}(k^∗=(k^∗)^2) → gr^∗_I : (W (k)). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a_1 ⊗ : : : ⊗ a_n ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓ ÆÏÒÍÙ ⟨1; −a_1⟩ · : : : · ⟨1; −a_n⟩ Œ I^n=I^{n+1}.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6 æÏÒÍÁ ŒÉÄÁ ⟨1; −a_1⟩ · : : : · ⟨1; −a_n⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n- ËÒÁÔÎÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ 2-ËÒÁÔÎÙÅ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙ ÆÏÒÍÙ ÂÕÄÕÔ ÚÁŒÅ- ÄÏÍÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÙ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.7 ðÕÓÔØ a ∈ k\0; 1. ëŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ⟨⟨a; 1 − a⟩⟩ := ⟨1; −a⟩ · ⟨1; −(1 − a)⟩ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË dim(⟨⟨a; 1 − a⟩⟩) = 4, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁ- ÚÁÔØ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (1; 1; 1; 0) É (a; 1; 0; 1) ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÆÏÒÍÙ ⟨1; −a; a − 1; a − a^2⟩. □ üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

’ : T^∗_{Z=2}(k^∗=(k^∗)^2)=(a ⊗ (1 − a)) → gr^∗_I : (W (k)):

ëÏÌØÃÏ T^∗_{Z=2}(k^∗=(k^∗)^2)=(a ⊗ (1 − a)) - ÜÔÏ K^M_∗ (k)=2 - íÉÌÎÏÒÏŒÓËÁÑ ë- ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ k, ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ÐÏ 2.

(2-Ñ) çÉÐÏÔÅÚÁ íÉÌÎÏÒÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.