ìÅËÃÉÑ 5

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ íÉÌÎÏÒÁ Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÅ 2

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ sw_1 : W (k) → K^M_1 (k)=2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó det_± É ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÀ ’_1. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ŒÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5.1 (íÉÌÎÏÒ) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_2 : K^M_2 (k)=2 → gr^2_I : (W (k)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ sw_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n-ËÒÁÔÎÏÊ ðÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ := ⟨1; −a_1⟩ · : : : · ⟨1; −a_n⟩. ôÁË ËÁË Œ W (k) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ = ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩ + ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−2}; a_n⟩⟩ − ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−2}; a_{n−1} · a_n⟩⟩, ÔÏ sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩) = = sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩) · sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−2}; a_n⟩⟩)=sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−2}; a_{n−1} · a_n⟩⟩).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1

1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sw(⟨⟨a⟩⟩) = 1 + {a}.

2) œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ≥ 2,

sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩) = 1 + {a_1; : : : ; a_n} · {−1}^{2n−1−n}

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ sw_2(⟨⟨a_1; a_2; a_3⟩⟩) = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, sw_1(⟨⟨a_1; a_2⟩⟩) = 0 É sw_2(⟨⟨a_1; a_2⟩⟩) = {a_1; a_2}. ôÁË ËÁË I^3 ÁÄÉÔÉŒÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ⟨⟨a_1; a_2; a_3⟩⟩, Á I^2 ÁÄÉÔÉŒÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ⟨⟨a_1; a_2⟩⟩, ÔÏ sw_2 ÚÁ- ÄÁčÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ I^2=I^3 → K^M_2 (k)=2, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ sw_2 ∘ ’_2 = id_KM_{2 (k)=2}. ôÁË ËÁË ’_2 - ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. □ ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÉ n ≥ 3. óŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ {−1}, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÔÁË, ÅÓÌÉ −1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Œ ÐÏÌÅ k, ÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ - ÎÕÌÅŒÏÅ). é, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, (ÄÁÖÅ) ÐÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ sw(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩) ÎÅ ÎÅÓčÔ ŒÓÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÞÉÓÔÏÍ ÓÉÍŒÏÌÅ {a_1; : : : ; a_n}.

æÏÒÍÙ ðÆÉÓÔÅÒÁ

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÆÏÒÍÙ x^2_1 + x^2, x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 É x^2_1 +: : :+x^2_8 ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁËÏÎÁÍÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÏÒÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÕÓÔØ (A; ; N : A → k) - ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ (ÁÎÔÉÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ) É ÎÏÒÍÏÊ (Œ ÐÏÌÅ k), É a - ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ A. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ É ÎÏÒÍÏÊ (B; ; N : B → k) ÐÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ: ËÁË ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, B = A⊕A, ÇÄÅ (x_1; y_1)·(x_2; y_2) := (x_1·x_2+a·y_2·y_1; x_1·y_2+x_2·y_1), (x; y) := (x; −y) É N((x; y)) := N(x)−a·N(y).

œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ (A; ; N) ÔÒÏÊËÕ (k; id_k; x^2 : k → k), ÇÄÅ k - ÜÔÏ ÐÏÌÅ. ðÕÓÔØ a; b; c ∈ k^∗. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ŒÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÕÀ ËÏÎ- ÓÔÒÕËÃÉÀ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a; b É c, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÏÊËÉ (A(a); ; N_{A(a)}), (A(a; b); ; N_{A(a;b)}) É (A(a; b; c); ; N_{A(a;b;c)}).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ k √ a Ó ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ x + √ a · y := x − √ a · y É ÎÏÒÍÏÊ N(x + √ a · y) := N_k^√_{a=k}(x+ √ a·y) = x^2 −a·y^2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÏÒÍÁ ÂÕÄÅÔ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒ- ÎÏÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ N_{A(a;b)} É N_{A(a;b;c)}. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.2

1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A(a; b) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ Quat(a; b) := k ¡ u; v ¿ =(u^2 = a; v^2 = b; uv+vu = 0) (ÔÁËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝčÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ, Á N_{A(a;b)} - ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ Œ ÎÅÊ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N_{A(a;b)} ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ.

2) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N_{A(a;b)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ⟨1; −a⟩·⟨1; −b⟩ = ⟨⟨a; b⟩⟩. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÙ ⟨⟨a; b⟩⟩ É ⟨1; −a; −b⟩ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ.

3) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ⟨⟨a; b⟩⟩ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ Quat(a; b) - ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ (Á ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ É ÔÅÌÏ).

4) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ⟨⟨a; b⟩⟩ ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ Quat(a; b) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÍÁ- ÔÒÉÞÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ Mat_{2×2}(k) (ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (2)). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ⟨⟨a; b⟩⟩ ÂÕÄÅÔ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÊ.

5) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N_{A(a;b;c)} ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ (ÁÌÇÅÂÒÁ A(a; b; c) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝčÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏËÔÁŒ, ÏÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ).

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÎÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÉÚÏÍÏÒÆ- ÎÏÊ ⟨⟨a; b; c⟩⟩.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ŒÉÄÁ ⟨⟨a⟩⟩, ⟨⟨a; b⟩⟩ É ⟨⟨a; b; c⟩⟩ - ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÚÁËÏÎ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ. œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, n-ËÒÁÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ðÆÉÓÔÅÒÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÍÎÏÇÉÅ ÈÏÒÏÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÎÏÒÍ Œ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÑ, ÁÌÇÅÂÒÅ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ É ÁÌÇÅÂÒÅ ÏËÔÁŒ.

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÍ n-ËÒÁÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ðÆÉÓÔÅÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÓÒ. õÐÒ. 5.2 (4)): ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÔÒÁÎÓÆÅÒÙ ûÁÒÌÁÕ

ôÒÁÎÓÆÅÒÙ ûÁÒÌÁÕ

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ E=k ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÕÎË- ÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Ó k ÎÁ E, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÄÁčÔ ËÏÌØÃÅ- ŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ j_{E=k} : W (k) → W (E).

åÓÌÉ ÖÅ E=k - ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ É Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.2 ðÕÓÔØ [E : k] ¡ ∞, É s : E → k - ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÅ (⇔ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏÅ) k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ q : V → E, Åč ÔÒÁÎÓÆÅÒÏÍ ûÁÒÌÁÕ s_∗(q) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ V^q→ E^s→ k, ÇÄÅ V ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k.

œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒÏŒ. ôÅÏÒÅÍÁ 5.3

(0) åÓÌÉ q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ s_∗(q) - ÔÁËÖÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

(1) dim(s_∗(q)) = [E : k] · dim(q).

(2) s_∗(H ) = H ⊥ : : : ⊥ H . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, s_∗ ÐÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ- ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁ W (E).

(3) (æÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÜËÃÉÉ) s_∗(q · j_{E=k}(p)) = s_∗(q) · p. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ s_∗ : W (E) → W (k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ W (k)- ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, s_∗(j_{E=k}(p)) = s_∗(1) · p.

(4) åÓÌÉ E = k √ a É s(x + √ a · y) = c · x + d · y, ÔÏ

s_∗(1) = { c · ⟨1; −N_k^√_{a=k}(d + √ a · c)⟩; ÅÓÌÉ c ≠ 0;

H ; ÅÓÌÉ c = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (0) ôÁË ËÁË q - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V_q ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V_q → E; u → q(u; v) ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, Á ÐÏÔÏÍÕ - ÓÀÒØÅË- ÔÉŒÎÙÍ. úÎÁÞÉÔ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u → s(q(u; v)) ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÙ s_∗(q).

(1),(2),(3) - ïÞÅŒÉÄÎÏ. (4) œÉÄÎÏ, ÞÔÏ s(u + √ a · v) = c(u^2 + av^2) + 2duv, É ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ c · ⟨1; c^2a − d^2⟩ ÐÒÉ c ≠ 0 É H ÐÒÉ c = 0. □