ìÅËÃÉÑ 6

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÔÒÁÎÓÆÅÒÏŒ ûÁÒÌÁÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.1 ðÕÓÔØ p := ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ - ÜÔÏ ðÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ. ôÏÇÄÁ p ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ ⇒ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔØ. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. ðÒÉ n = 1 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ n − 1, É q := ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, p = q · ⟨1; −a_n⟩ = q ⊥ −a_n · q. åÓÌÉ p - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ (ÎÅÒÁŒÎÙÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ) x; y ∈ V_q , ÞÔÏ q(x) − a_n · q(y) = 0. éÍÅÅÔÓÑ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: 1) x É y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ; 2) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ L(x; y) ÒÁŒÎÁ 2-ÕÍ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÌÉÂÏ x; y - ÉÚÏ- ÔÒÏÐÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÆÏÒÍÙ q, É ÔÏÇÄÁ q ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É p = q · ⟨⟨a_n⟩⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÌÉÂÏ ÖÅ q(x) ≠ 0, y = ˘ · x, É ÚÎÁÞÉÔ, a_n = ˘^2, Ô.Å. ⟨⟨a_n⟩⟩ É p = q · ⟨⟨a_n⟩⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÙ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÏÄÆÏÒÍÕ r := q|_{L(x;y)} Œ ÆÏÒÍÅ q. íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ r - ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ É ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ (ÉÎÁÞÅ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, q É p ÂÕÄÕÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÙ), ÔÏÇÄÁ r = ¯ · ⟨1; −b⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ¯; b ∈ k^∗. œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_r ÍÙ ÉÍÅÅÍ ŒÅËÔÏÒÁ x É y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ r(x) ≠ 0 ≠ r(y) É r(x)=r(y) = a_n. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÑ V_r Ó V_{⟨⟨b⟩⟩} (ÇÄÅ ⟨⟨b⟩⟩ = r=¯), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ⟨⟨b⟩⟩(x)=⟨⟨b⟩⟩(y) = a_n, É a_n ∈ image(Nrm : k √ b → k). ðÕÓÔØ a_n = Nrm_k^√_{b=k}(d + c √ b), ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s : k √ b → k ÆÏÒÍÕÌÏÊ u+v· √ b → cu+dv.

åÓÌÉ c = 0, ÔÏ a_n ∈ (k^∗)^2 É p - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÖÅ c ≠ 0, ÔÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (4) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, s_∗(⟨1⟩) = c · ⟨⟨a_n⟩⟩, Á ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (3), s_∗(j_k^√_{b=k}(q)) = q · c⟨⟨a_n⟩⟩ = c · p. îÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k √ b ÆÏÒÍÁ j_k^√_{b=k}(q) ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ (ÔÁË ËÁË Åč ÐÏÄÆÏÒÍÁ j_k^√_{b=k}(r) ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ), É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, j_k^√_{b=k}(q) - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. ðÏ ÐÕÎËÔÕ (2) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, s_∗(j_k^√_{b=k}(q)), Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É p - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. □ üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙÈ ÆÏÒÍ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2 íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ D_k (q) (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÞÅÒÅÚ D(q), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ q ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, Á ÞÅÒÅÚ G_k (q) (ÉÌÉ G(q)) ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÏÒ q, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ˘ ∈ k^∗, ÞÔÏ q = ˘ · q (ÉÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ⟨⟨˘⟩⟩ · q - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.3 D(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩) = G(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ k^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÙ q, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÅÊ ÞÉÓÌÏ 1 (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÄÌÑ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩), G(q) ⊂ D(q). ðÕÓÔØ ÔÅ- ÐÅÒØ ˘ ∈ D(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩). ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ˘⟩⟩ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ (Ô.Ë. ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ É ˘ É 1). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ˘⟩⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. úÎÁÞÉÔ, ˘ ∈ G(⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩). □ ôÅÏÒÅÍÁ 6.4 ðÕÓÔØ ß = ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ - ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, É p ⊂ ß - ÐÏÄÆÏÒÍÁ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ dim(p) ¿ 2^{n−1} = dim(ß)=2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ E=k, ÆÏÒÍÁ ß|_E ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÁ p|_E - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ôÁË ËÁË p ⊂ ß, ÔÏ ÉÚ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ p ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁ- ËÏŒÁÑ ÄÌÑ ß. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ß - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.1, ÏÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, Ô.Å. Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_ß ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ U ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim(ß)=2. ôÁË ËÁË dim(V_p) + dim(U) ¿ dim(V_ß ), ÔÏ V_p ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5 æÏÒÍÁ ŒÉÄÁ ˘ · p, ÇÄÅ p ÐÏÄÆÏÒÍÁ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ß ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ¿ dim(ß)=2 É ˘ ∈ k^∗, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÏÍ ÐÆÉ- ÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ß. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔØ ÓÏÓÅÄÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÙ ß.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.1

(1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ s-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÐÏÌÑ (= max(n :

∑_n i=1 x^2_i ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ 0)) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÉÄÁ 2^n (É ∞) (ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÕ ÆÏÒÍÕ ⟨⟨−1; : : : ; −1⟩⟩).

(2) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ u-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÐÏÌÑ k

(= max(n : ÎÁÄ q ÅÓÔØ ÁÎÉÚ. ÆÏÒÍÁ ÒÁÚÍ. n)) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ 3 (ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ 3-È ÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÅÄÏÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ 2-ËÒÁÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ðÆÉÓÔÅÒÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.2

(1) ðÕÓÔØ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, Ô.Þ. q|_k^√_a - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ˘ ∈ k^∗, Ô.Þ. ˘ · ⟨⟨a⟩⟩ - ÐÏÄÆÏÒÍÁ Œ q.

(2) ðÕÓÔØ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, Ô.Þ. q|_k^√_a - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÁ p ÎÁÄ k, Ô.Þ. q = p · ⟨⟨a⟩⟩.

(3) ðÕÓÔØ ~tr : k √ a → k - ÜÔÏ k-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x + √ a · y → y.

ðÕÓÔØ c + d √ a ∈ (k √ a)^∗. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

~tr_∗(⟨c + d√a⟩) = { d · ⟨⟨Nrm_k^√_{a=k}(c + d √ a)⟩⟩; ÅÓÌÉ d ≠ 0 H ; ÅÓÌÉ d = 0:

(4) ðÕÓÔØ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, Ô.Þ. q · ⟨⟨a⟩⟩ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ u ∈ (k √ a)^∗; ¯ ∈ k^∗, Ô.Þ. q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÆÏÒÍÕ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ¯ · ⟨⟨Nrm_k^√_{a=k}(u)⟩⟩.

(5) ðÕÓÔØ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k, Ô.Þ. q · ⟨⟨a⟩⟩ - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ.

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÁ r ÎÁÄ k √ a, Ô.Þ. ~tr_∗(r) = q.

(6) ðÕÓÔØ q - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k √ a. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ~tr_∗(q) - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ k^∗, Ô.Þ. ⟨b⟩ - ÐÏÄÆÏÒÍÁ Œ q.

(7) ðÕÓÔØ q -ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k √ a, Ô.Þ. ~tr_∗(q) - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ.

ôÏÇÄÁ q = j_k^√_{a=k}(p) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÙ p ÎÁÄ k.

ïÂSSÅÄÉÎÑÑ (2),(5) É (7), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ, ÔÏÞÎÕÀ ÐÁÒÕ - ÓÍ. ó.é.çÅÌØÆÁÎÄ, à.é.íÁÎÉÎ:"íÅÔÏÄÙ çÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ áÌÇÅÂÒÙ", ÔÏÍ I, çÌÁŒÁ III, §7, õÐÒ.(3Á) (ÓÔÒ. 251))

W (k)^{·⟨⟨a⟩⟩}−→ W (k) ~tr_∗ ↑ ↙ j_k√_{a=k} W (k √ a) äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÍ ÐÏ- ÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ŒÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÓÓÅÌÓÁ-ðÆÉÓÔÅÒÁ

ìÅÍÍÁ 6.6 åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ q ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ É ÆÏÒÍÁ q|_{k(x)} - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ q = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩. ôÁË ËÁË q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÏÌØ ÎÁÄ k(x), ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÇÏ É ÎÁÄ k[x] (ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌÀ). ðÕÓÔØ f_i; i = 1; : : : ; n - ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÉÚ k[x], ÞÔÏ ∑_n

i=1 a_i · f^2_i = 0. óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ x ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ f_i-ÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ x. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ (f_1(0); : : : ; f_n(0)) ∈ V_q ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ É ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ. □ ôÅÏÒÅÍÁ 6.7 (ëÁÓÓÅÌÓ-ðÆÉÓÔÅÒ) ðÕÓÔØ ß - ÜÔÏ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, É p(x) ∈ k[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ß|_{k(x)}. ôÏÇÄÁ p(x) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ß É ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: åÓÌÉ ÆÏÒÍÁ ß - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ H ⊂ ß, Á ÆÏÒÍÁ H ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ Œ k[x] ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ß ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ. ôÁË ËÁË p(x) - ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ß Œ k(x), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ f ∈ V_ß ⊗_k k[x] É 0 ≠ f_0 ∈ k[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ß(f=f_0) = p(x) (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ß = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩, ÔÏ f = (f_1; : : : ; f_n), ÇÄÅ f_i ∈ k[x] É ∑_n i=1 a_i · (f_i=f_0)^2 = p(x)). åÓÌÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕ ~ß ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ k[x] ËÁË ß ⊥ −⟨p(x)⟩, ÔÏ ÄÌÑ (f; f_0) ∈ (V_ß ⊗_k k[x]) ⊕ k[x] = V_{ß̃} ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ~ß((f; f_0)) = 0. ôÁË ËÁË ß - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ, ß|_{k(x)}, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ß|_{k[x]} - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ (f; f_0) ∈ V_{ß̃} , ÞÔÏ deg(f_0) = 0 É ~ß((f; f_0)) = 0 (ÔÏ- ÇÄÁ f_0 ÂÕÄÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ deg(f_0) ¿ 0, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ (h; h_0) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ deg(h_0) ¡ deg(f_0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f := (f; f_0) = (f_1; : : : ; f_n; f_0), ÇÄÅ f_i ∈ k[x] - ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. òÁÚÄÅÌÉÍ f_i Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ f_0: f_i = g_i · f_0 + r_i, ÇÄÅ g_i; r_i ∈ k[x] É deg(r_i) ¡ deg(f_0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: g := (g_1; : : : ; g_n; 1) É r := (r_1; : : : ; r_n; 0). ðÏÌÏÖÉÍ (h; h_0) = h := ~ß(g) · f − 2~ß(f; g) · g. ôÏÇÄÁ: ~ß(h) = ~ß(f) · ~ß(g) − 4~ß(g) · ~ß(f; g) · ~ß(f ; g) + 4(~ß(f ; g))^2 · ~ß(g) = 0 (Ô.Ë. ~ß(f ) = 0). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, h - ÉÚÏ- ÔÒÏÐÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, h_0 · f_0 = ~ß(g) · f^2_0 − 2~ß(f ; g) · f_0 = ~ß(g)f^2_0 − 2~ß(f ; g) · f_0 + ~ß(f) (Ô.Ë. ~ß(f) = 0) = ~ß(f − f_0 · g) = ~ß(r). îÏ ~ß(r) =

∑_n i=1 a_i · r^2_i É deg(r_i) ¡ deg(f_0). ðÏÜÔÏÍÕ, deg(h_0) ¡ deg(f_0). ôÅÏ- ÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.8 ðÕÓÔØ u = f(x_1; : : : ; x_n)=g(x_1; : : : ; x_n) ∈ k(x_1; : : : ; x_n)^∗ É (e_1; : : : ; e_n) ∈ k^{×n} - ÔÁËÁÑ n-ËÁ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ g(e_1; : : : ; e_n) ≠ 0. ðÕÓÔØ q - ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ q|_{k(x1;::: ;xn)} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ u. ôÏÇÄÁ q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ u(e_1; : : : ; e_n) ∈ k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. ðÒÉ n = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÅ- ÒÅÈÏÄ (n−1) → n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ E := k(x_1; : : : ; x_{n−1}). ôÁË ËÁË g(e_1; : : : ; x_n) ≠ 0, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ u(e) · (g(e))^2 = f(e) · g(e). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ u ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. ðÕÓÔØ q = ⟨a_1; : : : ; a_m⟩. üÌÅÍÅÎÔ u ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍ ~u ÏÔ x_n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ E. ôÁË ËÁË q|_{E(xn)} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ~u(x_n), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÓÓÅÌÓÁ-ðÆÉÓÔÅÒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_1(x_n); : : : ; h_m(x_n) ∈ E[x_n]

ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ~u(x_n) =

∑_m i=1 a_i · h_i(x_n)^2. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ~u(e_n) =

∑_m

i=1 a_i · h_i(e_n)^2 ∈ D_E (q|_E). á ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ u(e_1; : : : ; e_n) ∈ D_k (q). □ ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÓÓÅÌÓÁ-ðÆÉÓÔÅÒÁ ŒÌÅÞčÔ ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.9 ðÕÓÔØ ’ = ⟨a_2; : : : ; a_n⟩, fl = ’ ⊥ ⟨a_1⟩ - ÜÔÏ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, É fl - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ðÕÓÔØ d ∈ k^∗. ôÏÇÄÁ d ∈ D_k (’) ⇔ d + a_1 · x^2 ∈ D_{k(x)}(fl|_{k(x)}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d ∈ D_k (’), ÔÏ d + a_1 · x^2 ∈ D_{k(x)}(fl|_{k(x)}). œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÅÓÌÉ d + a_1 · x^2 ∈ D_{k(x)}(fl|_{k(x)}), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÁÓÓÅÌÓÁ-ðÆÉÓÔÅÒÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ f_1; : : : ; f_n, ÞÔÏ ∑_n

i=1 a_i · f^2_i = d + a_1 · x^2. ðÕÓÔØ m = max(deg(f_i); i = 1; : : : ; n) É b_i - ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ f_i ÐÒÉ x^m. ôÏÇÄÁ ŒÅËÔÏÒ (b_1; : : : ; b_n) - ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. ôÁË ËÁË fl - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ

∑_n

i=1 a_i · b^2_i ≠ 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏËÒÁÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, m ≤ 1, Ô.Å. f_i-ÙÅ - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ. ðÕÓÔØ f_i = c_i + b_i · x. ðÕÓÔØ x_0 - ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: c_1 + b_1 · x = ±x (ÏÎÏ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

∑_n i=1 a_i(c_i + b_ix)^2 = a_1x^2 + d ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: a_1(c_1 + b_1x_0)^2 + ∑_n

i=2 a_i(c_i + b_ix_0)^2 = a_1x^2_0 + d, ÞÔÏ ŒÌÅÞčÔ:

∑_n i=2 a_i(c_i + b_ix_0)^2 = d, Ô.Å.

d ∈ D_k (’). □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3 ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ôÅÏÒÅÍÁ 6.9 ÎÅ ŒÅÒÎÁ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÏÂ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ fl.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.10 ðÕÓÔØ ’ É fl - ÜÔÏ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÅÊ n É m, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X := (x_1; : : : ; x_n) É k(X) := k(x_1; : : : ; x_n). üÔÏ ÐÏÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ k(V_’). íÙ ÓËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ fl ÄÏÍÉÎÉÒÕÅÔ ’ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: fl ≻ ’), ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’(X) ∈ k(X)^∗ ÆÏÒÍÙ ’ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ D_{k(X)}(fl).

íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ŒÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ ÄÒÕÇÕÀ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.11 ðÕÓÔØ fl É ’ - ÜÔÏ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, ÐÒÉÞčÍ fl ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ôÏÇÄÁ fl ≻ ’ ⇔ ’ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÆÏÒÍÅ Œ fl.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ ⊂ fl, ÔÏ fl ≻ ’. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ fl ≻ ’. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ m = dim(fl). ðÒÉ m = 0 - ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ’ = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩, F := k(x_1; : : : ; x_{n−1}) É E := F (x_n).

íÙ ÉÍÅÅÍ: a_1x^2_1 +

∑_n

i=2 a_ix^2_i ∈ D_E (fl|_E ). œÏÚØÍčÍ e = (1; 0; : : : ; 0).

ôÏÇÄÁ, ÐÏ óÌÅÄÓÔŒÉÀ 6.8, ’(e) = a_1 ÄÏÌÖÎÏ ÌÅÖÁÔØ Œ D_k (fl). úÎÁÞÉÔ, fl = ⟨a_1⟩ ⊥ fl^′, ÇÄÅ fl^′ - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m − 1. ôÁË ËÁË a_1x^2_1 +

∑_n i=2 a_ix^2_i ∈ D_{F (xn )}(⟨a_1⟩ ⊥ fl^′|_{F (xn)}), ÔÏ ÐÏ ôÅÏÒÅÍÅ 6.9,

∑_n i=2 a_ix^2_i ∈ D_F (fl^′|_F ). ôÏ ÅÓÔØ, fl^′ ≻ ⟨a_2; : : : ; a_n⟩ É, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ,

⟨a_2; : : : ; a_n⟩ - ÐÏÄÆÏÒÍÁ Œ fl^′. îÕ Á ÔÏÇÄÁ ’ = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩ - ÐÏÄÆÏÒÍÁ Œ fl. □ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6.12 ðÕÓÔØ ’ É fl - ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, ÐÒÉÞčÍ fl - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, Á ’ - n-ÍÅÒÎÁ. ðÕÓÔØ ’(X) ∈ k(X)^∗ = k(x_1; : : : ; x_n) - ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ’(X) ∈ G_{k(X)}(fl|_{k(X)}). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ D_k (fl), ÆÏÒÍÁ a · ’ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÆÏÒÍÏÊ Œ fl.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ¯ := a·fl. ôÏÇÄÁ ¯ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ 1 ÎÁÄ k, É G_{k(X)}(¯) = G_{k(X)}(fl) ∋ ’(X). úÎÁÞÉÔ, ¯ ≻ ’ É fl ≻ a · ’. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.13 ðÕÓÔØ ’ = ⟨a_1; : : : ; a_n⟩ - ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ k É n ≥ 2.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k(’) ÐÏÌÅ k(x_1; : : : ; x_{n−1})[x_n]=(’(x_1; : : : ; x_n)) (Œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 É det_±(’) = 1 (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ’ = H ), ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁčÔ k × k, É ÞÔÏÂÙ ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÐÏÌÅÊ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ k(’) := k).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.4

(1) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ, ÔÏ k(’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎ- ÄÅÎÔÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ k.

(2) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k(’) - ÞÉÓÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ ’ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ (ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÇÄÅ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ¿ 2 ÉÚÏÔÒÏÐÎÙ), Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ (ÎÁÄ k) k(’) → k(y_1; : : : ; y_m) Œ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÔÏ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ ’ - ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÅ k(’) ÎÅÓčÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÂ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ’. ðÏ-ŒÉÄÉÍÏÍÕ ÏÄÎÉÍÉ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ŒÁÖÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁÓÓÅÌÓÁðÆÉÓÔÅÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6.14 ðÕÓÔØ fl É ’ - ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, É fl - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ðÕÓÔØ fl|_{k(’)} - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a ∈ D_k(’), É ÏÂÝÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ’(X) ∈ k(V_’) ÉÍÅÅÍ: a · ’(X) ∈ G(fl|_{k(V’)}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ a ∈ D_k (’). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ := a · ’. ñÓÎÏ, ÞÔÏ V ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó V_’ (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É k(V ) Ó k(V_’)), É ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÉ, (X) = a·’(X). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ÎÁÄ k É k() ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ k(’).

ôÁË ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ 1, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ: = ⟨1⟩ ⊥ −^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ n − 1-ÍÅÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ^′.

ôÏÇÄÁ k() = k(V_−′ )[t]=(t^2 − ^′(X^′)) = k(V_−′ ) √ ^′(X^′), ÇÄÅ ^′(X^′) ∈ k(V_−′ ) - ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ^′. ôÁË ËÁË fl|_{k()} - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÔÏ ÐÏ õÐÒÁÖÎÅÎÉÀ 6.2(2), fl|_{k(V−′ )} = ⟨1; −^′(X^′)⟩ · æ, ÇÄÅ æ - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁÄ k(V_−′ ). ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÎÁ k(V ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: fl|_{k(V )} = ⟨1; −^′(X^′)⟩ · æ|_{k(V )}. îÏ (X) = (t; X^′) = t^2 − ^′(X^′) ∈ k(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÙ ⟨1; −^′(X^′)⟩|_{k(V )}. á ÔÁË ËÁË D(⟨⟨b⟩⟩) = G(⟨⟨b⟩⟩), ÔÏ (X)·⟨⟨^′(X^′)⟩⟩|_{k(V )} = ⟨⟨^′(X^′)⟩⟩|_{k(V )} É, ÚÎÁÞÉÔ, (X)·(fl|_{k(V)}) = (fl|_{k(V )}). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ’. □ ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ 6.12, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6.15 ðÕÓÔØ fl É ’ - ÆÏÒÍÙ ÎÁÄ k, ÐÒÉÞčÍ fl - ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÁ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ fl|_{k(’)} - ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a ∈ D_k (’); b ∈ D_k (fl) ÆÏÒÍÁ ab · ’ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÆÏÒÍÏÊ Œ fl.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ïÞÅŒÉÄÎÏ. □