ìÅËÃÉÑ 8

ãÅÐÏÞÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙÈ ÆÏÒÍ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1 ðÕÓÔØ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ É ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩ - ÜÔÏ ÄŒÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. íÙ ÎÁÚÏŒčÍ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ cÕÝÅÓÔŒÕÀÔ 1 ≤ i; j ≤ n, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_l = b_l ÐÒÉ l ≠ i; j , É ⟨⟨a_i; a_j ⟩⟩ = ⟨⟨b_i; b_j ⟩⟩.

íÙ ÎÁÚÏŒčÍ ÄŒÅ ÚÁÐÉÓÉ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ Ð-ÃÅÐÏÞÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ^{Ð-ÃÅÐ}∽ ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓŒÑÚÁÎÙ ÃÅÐÏÞËÏÊ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÙÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.2 ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÚÁÐÉÓÉ ÄÁÎÎÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ Ð-ÃÅÐÏÞÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÐÁÒÁ ÌÅÍÍ. ìÅÍÍÁ 8.3

(1) ðÕÓÔØ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ =: ’ = ⟨1⟩ ⊥ −’^′ - ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÆÉÓÔÅ- ÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ, É b - ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’^′. ôÏÇÄÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b; b_2; : : : ; b_n⟩⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b_2; : : : ; b_n ∈ k^∗.

(2) ðÕÓÔØ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ =: ’ - ÜÔÏ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ, É ˘ - ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ’. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ k^∗, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ˘· c⟩⟩. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÏÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÎÄÕË- ÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÒÉ n = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

(n − 1) → (n): (1) ðÕÓÔØ := ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩, ÔÏÇÄÁ ’ = · ⟨⟨a_n⟩⟩ É ’^′ = ^′ ⊥ a_n·. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, b = ^′(x)+a_n(y). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: ¯^′ := ^′(x) É ˘ := (y). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ¯^′ ∈ D_k(^′), ˘ ∈ D_k () É b = ¯^′ + a_n˘. éÍÅÅÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ: Á) ˘ = 0; Â) ˘ ≠ 0.

Á) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, b ∈ D_k (^′) É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b; b_2; : : : ; b_{n−1}⟩⟩ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. á ÜÔÏ ŒÌÅÞčÔ: ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b; b_2; : : : ; b_{n−1}; a_n⟩⟩.

Â) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ Ë (2), ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}; ˘ · a_n⟩⟩. åÓÌÉ ¯^′ = 0, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ¯^′ ≠ 0. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨¯^′; c_2; : : : ; c_{n−1}⟩⟩. úÎÁÞÉÔ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_{n−1}; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽

⟨⟨¯^′; c_2; : : : ; c_{n−1}; ˘·a_n⟩⟩. úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ 2-ËÒÁÔÎÁÑ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ⟨⟨u; v⟩⟩ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÏÒÍÅ ⟨⟨u + v; −uv⟩⟩ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ!), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b; b_2; : : : ; b_n⟩⟩. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (2) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ˘ = x^2 − b, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ k^∗ É b ∈ D_k (’^′). åÓÌÉ b = 0, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ b ≠ 0, ÔÏ, ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (1), ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b; b_2; : : : ; b_n⟩⟩. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ ⟨⟨b; c⟩⟩ = ⟨⟨b; (x^2 − b) · c⟩⟩, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_2; : : : ; b_n; b; c⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_2; : : : ; b_n; b; ˘ · c⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ˘ · c⟩⟩. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÄÌÑ (1) É (2) ÄÏËÁÚÁÎ. □ ìÅÍÍÁ 8.4 ðÕÓÔØ ’ = ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ É ø = ⟨⟨b_1; : : : ; b_m - ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, n É m - ËÒÁÔÎÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ø = ⟨1⟩ ⊥ −ø^′. ðÕÓÔØ c - ÜÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ’ · (ø^′). ôÏÇÄÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_m⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c; c_2; : : : ; c_m⟩⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c_2; : : : ; c_m ∈ k^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ m. ðÒÉ m = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. (m−1) → (m): ðÕÓÔØ æ := ⟨⟨b_1; : : : ; b_{m−1}⟩⟩, ÔÏÇÄÁ ’·(ø^′) = ’·(æ^′) ⊥ b_m ·’·æ. ðÕÓÔØ c = ¯^′ + b_m · ˘, ÇÄÅ ¯^′ ∈ D_k (’ · (æ^′)) ∪ 0 É ˘ ∈ D_k (’ · æ) ∪ 0. åÓ- ÌÉ ˘ = 0, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_{m−1}⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c; c_2; : : : ; c_{m−1}⟩⟩ É, ÚÎÁÞÉÔ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_m⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c; c_2; : : : ; c_{m−1}; b_m⟩⟩. åÓÌÉ ˘ ≠ 0, ÔÏ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_{m−1}; b_m⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_{m−1}; ˘ · b_m⟩⟩, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 8.3(2). åÓÌÉ ¯^′ = 0, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ¯^′ ≠ 0, ÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_{m−1}⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ¯^′; d_2; : : : ; d_{m−1}⟩⟩. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_m⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; ¯^′; d_2; : : : ; d_{m−1}; ˘ · b_m⟩⟩. ïÐÑÔØ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ u; v; u + v ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ⟨⟨u; v⟩⟩ = ⟨⟨u + v; −uv⟩⟩, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_m⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n; c; d_2; : : : ; d_m⟩⟩. □ ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÕÓÔØ 0 ≤ m ≤ n - ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a_1 = b_1; : : : ; a_m = b_m. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ m. ðÒÉ m = n ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ.

(m + 1) → (m): ðÏÌÏÖÉÍ ’ := ⟨⟨a_1; : : : ; a_m⟩⟩ É ø := ⟨⟨a_{m+1}; : : : ; a_n⟩⟩. ôÁË ËÁË ’ · (ø^′) = ⟨⟨b_1; : : : ; b_m⟩⟩ · ((⟨⟨b_{m+1}; : : : ; b_n⟩⟩)^′) (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ œÉÔÔÁ Ï ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ, ÔÁË ËÁË ÏÂÅ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë ⟨⟨a_1; : : : ; a_m⟩⟩ = ⟨⟨b_1; : : : ; b_m⟩⟩ Œ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ = ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩), ÔÏ b_{m+1} ∈ D_k (’·(ø^′)). ðÏ ÌÅÍÍÅ 8.4, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_1; : : : ; a_m; b_{m+1}; c_{m+2}; : : : ; c_n⟩⟩, É ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ð-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩. ôÅÏÒÅÍÁ

8.2 ÄÏËÁÚÁÎÁ. □ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ 2-ËÒÁÔÎÙÍÉ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ n-ËÒÁÔÎÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.5 ðÕÓÔØ ⟨⟨a_1; a_2⟩⟩ - ÜÔÏ ÚÁÐÉÓØ 2-ËÒÁÔÎÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏ- ŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÅÊ ÍÙ ÎÁÚÏŒčÍ ÚÁÐÉÓØ ŒÉÄÁ ⟨⟨a_2; a_1(x^2 − a_2y^2)⟩⟩, ÇÄÅ x; y ∈ k^∗ É x^2 − a_2y^2 ≠ 0. íÙ ÎÁÚÏŒčÍ ÄŒÅ ÚÁÐÉ- ÓÉ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ É ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩ ÃÅÐÏÞÎÏ Ô-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ

Ô-ÃÅÐ

∽ ), ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ ÃÅÐÏÞËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ "ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙ" ÎÁ ÓÏÏÔŒ. 2-ËÒÁÔÎÙÈ ÚÁÐÉÓÑÈ.

ìÅÍÍÁ 8.6 äŒÅ ÚÁÐÉÓÉ ÏÄÎÏÊ 2-ËÒÁÔÎÏÊ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ Ô-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ⟨⟨a_1; a_2⟩⟩ = ⟨⟨b_1; b_2⟩⟩. ôÏÇÄÁ ⟨a_1; a_2; −a_1a_2⟩ = ⟨b_1; b_2; −b_1b_2⟩. ïÓÔÁŒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. íÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏÄÆÏÒÍÙ ⟨a_1; −a_1a_2⟩ É ⟨b_1; −b_1b_2⟩ Œ ÆÏÒÍÅ ⟨a_1; a_2; −a_1a_2⟩. ïÎÉ ÏÂÑÚÁÎÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ. ðÕÓÔØ ⟨c⟩ - ÜÔÏ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÐÏÄÆÏÒÍÁ. ôÁË ËÁË ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ ⟨⟨a_1; a_2⟩⟩ ÁÎÉÚÏÔÒÏÐÎÏÊ, ÔÏ c ≠ 0 É b_1(z^2 − b_2t^2) = c = a_1(x^2 − a_2y^2). ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ: ⟨⟨a_1; a_2⟩⟩^{Ô-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨a_2; c⟩⟩^{Ô-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_2; c⟩⟩^{Ô-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_1; b_2⟩⟩. □