ìÅËÃÉÑ 9

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÎÅÓ-eÔ ÔÕ ÖÅ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÞÔÏ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.1 (ò.üÌÍÁÎ-ô.ìÜÍ) ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n; b_1; : : : ; b_n ∈ k^∗. ôÏ- ÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) þÉÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ {a_1; : : : ; a_n} É {b_1; : : : ; b_n} ÒÁŒÎÙ Œ K^M_n (k)=2.

(2) ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ≡ ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩ ( mod I^{n+1}).

(3) ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ = ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩.

(4) ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩^{Ô-ÃÅÐ}∽ ⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (1) ⇒ (2) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ íÉÌ- ÎÏÒÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ-eÎ.

(2) ⇒ (3) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ HauptsatzÁ (ÓÍ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.6). (3) ⇒ (4) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.2 É ÌÅÍÍÙ 8.6.

(4) ⇒ (1) óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ {a_1; a_2} = {a_1(x^2−a_2y^2); a_2} ∈ K^M_2 (k)=2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ k, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x^2 − a_2y^2 ≠ 0. □ œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÔÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ Œ K^M_n =2.

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2 ðÕÓÔØ a_1; : : : ; a_n ∈ k^∗. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ:

(1) {a_1; : : : ; a_n} = 0 ∈ K^M_n (k)=2.

(2) æÏÒÍÁ ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ÉÚÏÔÒÏÐÎÁ.

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ Q_{{a1;::: ;an}}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÆÏÒ- ÍÅ q_{{a1;::: ;an}} := ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÁ {a_1; : : : ; a_n}. ðÕÓÔØ h - ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ K^M_n (k)=l. ôÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÏÅ ÐÒÏ- ÅËÔÉŒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ R_h ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÄÌÑ h, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ E=k, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ R_h|_E ÉÍÅÅÔ E-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ h|_E = 0. ôÁË ËÁË ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ E-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ ÓŒÏÉÍ ÓÏÓÅÄÏÍ, ÔÏ É ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ËŒÁÄÒÉËÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÁÑ ÌÀÂÏÍÕ ÓÏÓÅ- ÄÕ ÂÕÄÅÔ ÎÏÒÍÅÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. ôÏÇÄÁ

⟨1; −a; −b⟩ - ÜÔÏ ÓÏÓÅÄ ÆÏÒÍÙ ⟨⟨a; b⟩⟩, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÉÍŒÏÌ {a; b} ∈ K^M_2 (k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ 2-ÄÅÌÉÍÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x; y ∈ k, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ax^2 + by^2 = 1 (ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ⟨1; −a; −b⟩).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9.1 ðÕÓÔØ a; b; c; d ∈ k^∗. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ: (1) ⟨⟨a; b⟩⟩ = ⟨⟨c; d⟩⟩. (2) {a; b} = {c; d} ∈ K^M_2 (k)=2.

(3) áÌÇÅÂÒÙ Quat(a; b) É Quat(c; d) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁÄ k.

(ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁ q = ⟨⟨a; b⟩⟩ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: q(u) = det(u|_k), ÇÄÅ u|_k ∈ Quat(a; b)|_k ∼= Mat_{2×2}(k) (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÅÖÉÔ Œ k). ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÌÀÂÏÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌ- ÇÅÂÒÙ.)

äÒÕÇÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 9.3 çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ íÉÌÎÏÒÁ ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍ- ŒÏÌÁÈ

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ "ÇÉÐÏÔÅÚÙ íÉÌÎÏÒÁ Ï ËŒÁÄÒÁ- ÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ" ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:

"ðÕÓÔØ h ∈ K^M_n (k)=2 - ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ E=k, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h|_E - ÜÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ Œ K^M_n (E)=2."

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

K^M_n (k)=2 −−−→ gr^n_I : (W (k))

K^M_n (E)=2 −−−→ gr^n_I : (W (E)) :

äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ (ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖ- ÎÏÊ) ÔÅÏÒÅÍÙ (ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.4):

ôÅÏÒÅÍÁ (œ.œÏÅŒÏÄÓËÉÊ) ðÕÓÔØ ff = {a_1; : : : ; a_n} ∈ K^M_n (k)=2 - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, É q_ff - ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÁ ÆÏÒÍÁ. ôÏ- ÇÄÁ Ker(K^M_∗ (k)=2 → K^M_∗ (k(q_ff))=2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏ- ÒÏÖÄ-eÎÎÙÍ ff. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ker(K^M_n (k)=2 → K^M_n (k(q_ff))=2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: 0 É ff (ÒÁŒÎÙÈ, ÅÓÌÉ ff = 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ. îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÔÁË: ðÕÓÔØ h ∈ K^M_n (k)=2 - ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ. ôÏÇÄÁ h = ff_1 + : : : + ff_s, ÇÄÅ ff_i - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. ðÕÓÔØ q_{ff1} ; : : : ; q_{ffn} - ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙ ÆÏÒÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅ- ÐÏÞËÕ ÐÏÌÅÊ: k = k_0 ⊂ k_1 ⊂ : : : ⊂ k_s, ÇÄÅ k_i := k(q_{ff1} ):::(q_{ffi} ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ h|_{ks} = 0, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, h|_{k0} ≠ 0. ðÕÓÔØ t - ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ h|_{kt} ≠ 0, Á h|_{kt+1} = 0. ôÏÇÄÁ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ, h|_{kt} ÒÁŒÅÎ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÍÕ ÞÉÓÔÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ff_{t+1}|_{kt} .

æÏÒÍÙ áÌØÂÅÒÔÁ

œŒÅÄ-eÍ ÅÝ-e ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ. ôÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÐÆÉÓÔÅÒÏŒÙ ÆÏÒÍÙ ÎÅÓÕÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÐÒÏ ÏÄÉÎ ÞÉÓÔÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÒÏ ÄŒÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍ- ŒÏÌÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.4 ðÕÓÔØ ff = {a_1; : : : ; a_n} É fi = {b_1; : : : ; b_n} - ÜÔÏ ÞÉÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ Œ K^M_n (k)=2. (ïÂÏÂÝ-eÎÎÏÊ) ÆÏÒÍÏÊ áÌØÂÅÒÔÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ: A_{ff;fi} := ⟨⟨a_1; : : : ; a_n⟩⟩ ⊥ −⟨⟨b_1; : : : ; b_n⟩⟩.

ïÓÎÏŒÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ A_{ff;fi} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÅÝÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.5 (ò.üÌÍÁÎ-ô.ìÜÍ) ðÕÓÔØ ff; fi ∈ K^M_n (k)=2 - ÞÉÓÔÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ. éÎÄÅËÓ œÉÔÔÁ i_W (A_{ff;fi}) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÉÄÁ 2^i, ÇÄÅ 0 ≤ i ≤ n. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

(1) i_W (A_{ff;fi}) = 2^i.

(2) óÔÅÐÅÎØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ff É fi ÒÁŒ- ÎÁ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÔÏÇÏ ÄÅÌÉ- ÔÅÌÑ ff É fi ÒÁŒÎÁ i, É fl ∈ K^M_i (k)=2 -ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ôÏÇÄÁ q_fl ⊂ q_ff É q_fl ⊂ q_fi . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, i_W (A_{ff;fi}) ≥ dim(q_fl ) = 2^i.

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i, ÞÔÏ ÅÓÌÉ i_W (A_{ff;fi}) ≥ 2^i, ÔÏ ff É fi ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÞÉÓÔÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÔÅÐÅÎÉ i. ðÒÉ i = 0 ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. (i − 1) → (i): ff = {c_1; : : : ; c_{i−1}} · {a_i; : : : ; a_n} É fi = {c_1; : : : ; c_{i−1}} · {b_i; : : : ; b_n}, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ôÁË ËÁË i_W (A_{ff;fi}) ¿ 2^{i−1}), ÔÏ ÆÏÒÍÙ ⟨⟨c_1; : : : ; c_{i−1}⟩⟩ · (⟨⟨a_i; : : : ; a_n⟩⟩^′) É ⟨⟨c_1; : : : ; c_{i−1}⟩⟩ · (⟨⟨b_i; : : : ; b_n⟩⟩^′) (ËÁË ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÏÒÏÌÎÅÎÉÑ Ë ⟨⟨c_1; : : : ; c_{i−1}⟩⟩ Œ ⟨⟨ff⟩⟩ É ⟨⟨fi⟩⟩, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ) ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÂÝÅÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ - ÎÁÚÏŒ-eÍ ÅÇÏ c_i. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍ- ÍÅ 8.4 É ÔÅÏÒÅÍÅ 9.1, ff É fi ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ {c_1; : : : ; c_n}. □ œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ K^M_n (k)=2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍŒÏ- ÌÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i_W (A_{ff;fi}) ≥ 2^{n−1} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÌØÂÅÒÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, K^M_2 (k)=2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÔÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÆÏÒÍÙ ŒÉÄÁ ⟨a; b; −ab; −c; −d; cd⟩ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙ. üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.