íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ % ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G → GL(V ), ÇÄÅ GL(V ) | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ. þÁÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ É ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÎÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ % ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÅ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÅÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V : ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ôÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏŒ É ÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ A_4, S_4, A_5.

ðÒÉÍÅÒ 3. ìÅŒÏ{ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ðÕÓÔØ G = {g_1; : : : ; g_n}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R c ÂÁÚÉÓÏÍ {e_{gi} } É ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ %(g)e_h = e_{gh} , g; h ∈ G. ðÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞÎÏÅ |G|{ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÒÁŒÏ{ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^′ c ÂÁÚÉÓÏÍ {e^′_{gi} } É ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ %(g)e^′_h = e^′_{h(g−1 )}, g; h ∈ G.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. çÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G (ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ) %_1 É %_2 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1 É V_2 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V_1 → V_2, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

f(%_1(g)v) = %_2(g)f(v) ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G; v ∈ V_1:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ

V_1^{%1(g)}−→ V_1 ↓ f ↓ f

V_2^{%2(g)}−→ V_2 ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ V_1 → V_2.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÓÐÌÅÔÁÀÝÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ | ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ðÒÉÍÅÒ 6. óËÁÌÑÒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ V → V ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÌÀÂÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÌÅÔÁÀ- ÝÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ R → R^′, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ŒÅËÔÏÒ e_g Œ e^′_{g−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÕÓÔØ % | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , v ∈ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ, R | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R → V , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

e_g → %(g)v ÄÌÑ g ∈ G:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 1

úÁÄÁÞÁ 1. õ ŒÓÑËÏÊ ÌÉ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ?

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÒÉÍÅÒÁ 8 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (íÁÛËÅ) ðÕÓÔØ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ | R ÉÌÉ C . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ % ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ (%(g)v_1; %(g)v_2) = (v_1; v_2) ÄÌÑ ŒÓÅÈ v_1; v_2 ∈ V; g ∈ G:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ/ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1. îÁ ŒÓÑËÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ/ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ.

éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ (; ) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ (v_1; v_2)_{inv} = ∑ g∈G (%(g)v_1; %(g)v_2):

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ (; )_{inv} ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_1 ⊂ V ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ V ∼= V_1 ⊕ V^⊥_1 , ÇÄÅ V^⊥_1 | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë V_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. õÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Z, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ n ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÅÊ

%(n) = ( 1 n 0 1 ) : üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÏÂÝÉÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ) É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1 ÔÁËÖÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É "ÏÂÒÁÔÎÕÀ" ÚÁÄÁÞÕ | Õ ËÁËÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÂÙŒÁÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÒÁÛÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁËÉÅ ÂÙŒÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Õ ÇÒÕÐÐÙ GL_n.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ GL_1(C ) | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. éÚŒÅÓÔÅÎ É ÏÔŒÅÔ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÂÁŒÉÍÓÑ ÏÔ ÓËÁÌÑÒÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. (íÁËËÉ) œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ P GL_2(C ) | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ:

"óÅÒÉÑ A_n" | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ "óÅÒÉÑ D_n" | ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ (ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ) "E_6" | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (A_4) "E_7" | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (S_4) "E_8" | ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ (A_5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÉÓËÁÔØ ŒÎÕÔÒÉ P SU_2 ⊂ P SL_2. úÁÄÁÞÁ 2. P SU_2 = SU_2={±Id} ∼= SO_3:

õËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ŒÎÕÔÒÉ SO_3.