íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 10

ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F Ó ÌÉ- ÎÅÊÎÙÍ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ìÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ

(˘_1a_1 + ˘_2a_2)m = ˘_1(a_1m) + ˘_2(a_2m); a_1(a_2m) = (a_1a_2)m; m ∈ M; a_1; a_2 ∈ A; ˘_1; ˘_2 ∈ F:

ðÒÉÍÅÒ 1. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ F [G] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Á ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍÉ F [G]{ÍÏÄÕÌÑÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÒÁŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ

m(˘_1a_1 + ˘_2a_2) = ˘_1(ma_1) + ˘_2(ma_2); (ma_2)a_1 = m(a_2a_1); m ∈ M; a_1; a_2 ∈ A; ˘_1; ˘_2 ∈ F:

üÌÅÍÅÎÔÙ A ÐÉÛÕÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Ó ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ M ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÝÅ ÂÙÌÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÍÏÄÕÌÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A^{opp}, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ A ÐÏÒÑÄ- ËÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë A.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÅ A{ÍÏÄÕÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍÉ A^{opp}{ÍÏÄÕÌÑÍÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ, ÐÒÑ- ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÏÄÕÌÅÊ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. éÍÅÀÔ ÌÉ ÓÍÙÓÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅŒÏÇÏ Œ ÐÒÁŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÏÄÕÌÑ | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅ- ÂÒÕ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÏÄÕÌÑ M_1 Œ ÍÏÄÕÌØ M_2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom_A(M_1; M_2).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. íÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. (ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ)

(i) åÓÌÉ M_1, M_2 | ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ A{ÍÏÄÕÌÉ, ÔÏ Hom_A(M_1; M_2) = 0. (ii) åÓÌÉ A{ÍÏÄÕÌØ M | ÐÒÏÓÔ, ÔÏ Hom_A(M; M ) | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ, ŒÓÑËÏÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (i) É, ÔÁË ËÁË ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÄÕÌÅÊ, (ii).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. íÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ Œ ÎÅÍ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ (ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÑ M^′ ⊂ M ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M^{′′} ⊂ M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ M ∼= M^′ ⊕ M^{′′}).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÏÄÍÏÄÕÌØ É ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÕ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÑ. ðÕÓÔØ M | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ, N | ÅÇÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ, V | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M=N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ pr : M → M=N ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ pr^{−1}(V ) ⊂ M . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ V^′ ⊂ M . ôÏÇÄÁ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ pr(V^′) ⊂ M=N ÂÕÄÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ë V .

ôÁË ËÁË ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌÀ ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÀ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÎÅÇÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ëÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 10

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÙÈ. óÌÏÖÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÕ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ E | ÐÒÏÓÔ. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÕ ÍÏÄÕÌÑ nE = E ⊕ · · · ⊕ E.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M = n_1E_1 ⊕ · · · ⊕ n_r E_r, M^′ | ÐÏÄÍÏÄÕÌØ M . ôÏÇÄÁ ÔÁË ËÁË M^′ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ, ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. é ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ M^′ = m_1E_1 ⊕ · · · ⊕ m_r E_r, m_i ≤ n_i. úÁÐÉÓÙŒÁÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ M^′ Œ M ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏ, ÓŒÅÄÅÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ë ÕÐÒÁÖÅÎÉÎÀ 3.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ Œ ÄÁÎÎÙÊ.

áÌÇÅÂÒÕ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÌÅŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ_AA, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ É ËÁË ÐÒÁŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ A_A, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÉÍÏÄÕÌÑÍÉ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ_AA | ÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ A, Á ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ A_A | ÐÒÁŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ A.

áÌÇÅÂÒÁ A ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÍÏÄÕÌÑ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. A ∼= Hom_A(A_A; A_A), A^{opp} ∼= Hom_A(_AA;_AA).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Hom_A(A_A; A_A) Œ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ’ ∈ Hom_A(A_A; A_A) ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ’(1). ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ Hom_A(A_A; A_A) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ’(a) = ’(1 · a) = ’(1)a, ŒÓÑËÏÅ ’ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, É ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ’_x ∈ Hom_A(A_A; A_A), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’_x(a) = xa, ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. óÒÁŒÎÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ: (’_1 ∘ ’_2)(1) = ’_1(’_2(1)) = ’_1(1 · ’_2(1)) = ’_1(1) · ’_2(1):

œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8. áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ A_A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÞÔÏ ÌÅŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ_AA | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ. ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ A = Mat_n(F ) | ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÁÔÒÉÃ n × n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F . ìÅŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ_AA ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÐÒÏÓÔÙÈ (ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ!) ÍÏÄÕÌÅÊ V_i, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ | ÎÕÌÅŒÙÅ, ËÒÏÍÅ i{ÔÏÇÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É ÐÒÁŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ A_A ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ V^T_i , ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ | ÎÕÌÅŒÙÅ, ËÒÏÍÅ i{ÔÏÊ. á ÚÎÁÞÉÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ Mat_n(F ) | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌÉ_AA É A_A | ÐÒÏÓÔÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ D | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, A = Mat_n(D). ôÏÇÄÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2, ÌÅŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ AA ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ{ÓÔÏÌÂÃÏŒ V_i(D), Á ÐÒÁŒÙÊ ÍÏÄÕÌØ A_A ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ{ÓÔÒÏË V_i(D)^T . á ÚÎÁÞÉÔ, ÁÌÇÅÂÒÁ Mat_n(D) | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ | ŒÓÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. (œÅÄÄÅÒÂÅÒÎ) œÓÑËÁÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A ∼= Mat_{n1} (D_1) ⊕ · · · ⊕ Mat_{nr} (D_r );

ÇÄÅ D_i | ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ | ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A_A = n_1E_1 ⊕ · · · ⊕ n_rE_r | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ

A ∼= Hom_A(A_A; A_A) ∼= ⨁ i=1:::r

Hom_A(n_iE_i; n_iE_i) ∼= ⨁ i=1:::r

Mat_N (Hom_A(E_i; E_i)):

ðÏÌÁÇÁÑ D_i = Hom_A(E_i; E_i), ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÙÈ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ A_A ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÕÌØ_AA | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ" ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÄÄÅÒÂÅÒÎÁ É ÐÒÉÍÅÒÏŒ 2{4. õÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ "ÔÏÇÄÁ" ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Ë ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ F ÎÅ ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË G. ôÏÇÄÁ ÇÒÕÐ- ÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ F [G] | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÌÅŒÙÊ F [G]{ÍÏÄÕÌØ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G) ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 103

ïÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ F ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ F . ðÕÓÔØ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ x ∈ A | ÎÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁ A. œ ÓÉÌÕ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ F ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ˘ ∈ F ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. ôÏ ÅÓÔØ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x − ˘ · 1 ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ É ÓÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔ x − ˘ · 1. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÙÈ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ A | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, M | ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎÅÊ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ- ÓÔÉ | ÌÅŒÙÊ), m_1; : : : ; m_s | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ M . ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ_AA ⊕ · · · ⊕_AA → M , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ (a_1; : : : ; a_s) Œ ÜÌÅÍÅÎÔ ∑ a_im_i. ôÏ ÅÓÔØ, M | ÆÁËÔÏÒÍÏÄÕÌØ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, Á ÚÎÁÞÉÔ, M | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. ðÕÓÔØ A = Mat_n(D), ÇÄÅ D | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ

(i) œÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ (ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒËÌÀÞÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ), ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ŒÅËÔÏÒÕ{ÓÔÏÌÂÃÕ D^n.

(ii) œÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÁŒÙÊ A{ÍÏÄÕÌØ ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ (ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒËÌÀÞÁÑ ÅÄÉÎÉÃÕ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÅÍ), ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ŒÅËÔÏÒÕ{ÓÔÒÏËÅ (D^n)^T .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (i), ÐÕÎËÔ (ii) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A = Mat_n(D). œÓÑËÉÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÌÅŒÙÊ A | ÍÏÄÕÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÍÏÄÕÌÑ_AA. œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÏÔÙ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ_AA. îÏ_AA | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÍÏÄÕÌÑ D^n. úÎÁÞÉÔ, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÏÄÕÌÉ, M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ D^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A = Mat_{n1} (D_1) ⊕ · · · ⊕ Mat_{nr} (D_r ) | ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏÇÄÁ Õ ÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ r ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ (ËÁË ÌÅŒÙÈ, ÔÁË É ÐÒÁŒÙÈ), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n_i dim D_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p_i | ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒ Mat_{ni} (D_i), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A ŒÉÄÁ (0; : : : ; 0; 1; 0; : : :; 0). ôÏÇÄÁ p^2_i = 1, p_ip_j = 0 ÐÒÉ i ≠ j, Á ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ p_i ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ ÁÌÇÅÂÒÙ A. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ A{ÍÏÄÕÌØ M ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ p_iM (ÉÌÉ M p_i ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ). åÓÌÉ M | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 8 ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÍÏÄÕÌÀ{ÓÔÏÌÂÃÕ (D_i)^{ni} (ÉÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ{ ÓÔÒÏËÅ ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ).

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C [G] ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÁÌÇÅÂÒ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. þÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ R[Z=nZ]?