íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 4

1. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ K[G] ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G ŒÉÄÁ ∑ g∈G –_g [g], –_g ∈ K Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ [g_1] · [g_2] = [g_1g_2].

çÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ K[G] ÔÁË: %(g)x = [g] · x. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ R ÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÑ [g] ∈ K[G] Ó e_g ∈ R.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ K = C ŒÓÑËÉÊ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ R ∼= C [G] ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ x → xa, a ∈ C [G].

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Hom_G(R; R) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ C [G].

ðÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ R ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÁÍ K[G]. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÄÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÔØ ÌÅŒÙÅ ÉÄÅÁÌÙ C [G].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ C [G] | ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ C [G]c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ∈ C [G], ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ c^2 = c. ëÁËÏÍÕ ÓÐÌÅÔÁÀÝÅÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ c?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ C [G]c_1 É C [G]c_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c_1 É c_2 | ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ Œ C [G].

2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_n (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)

ðÕÓÔØ T | ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË, A_T | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÔÒÏËÉ T , B_T | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÔÏÌÂÃÙ T . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ C [S_n ]:

a_T = ∑ œ∈A_T [ff]; b_T = ∑ œ∈B_T sgn(ff)[ff]; c_T = a_T b_T :

ôÅÏÒÅÍÁ 1.

i) (c_T )^2 = —c_T , ÐÒÉÞÅÍ — ≠ 0.

ii) éÄÅÁÌ C [S_n ]c_T ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

iii) åÓÌÉ T É T^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ, ÔÏ ÉÄÅÁÌÙ C [S_n ]c_T É C [S_n ]c_T ′ ÎÅ ÓÏŒÍÅÝÁ- ÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ C [S_n ].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ T É T^′ | ÄŒÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ff, ÔÏ c_T ′ = [ff^{−1}]c_T [ff], Á ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ | ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ àÎÇÁ ÔÁË. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ `^′ = (f^′_1; : : : ; f^′_k′ ) ÂÏÌØÛÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ` = (f_1; : : : ; f_k) ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ 1 ≤ r ≤ min(k; k^′), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f^′_i = f_i ÐÒÉ i < r É f^′_r > f_r .

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ `^′ > ` | ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË, T É T^′ | ÉÈ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÎÏÍÅÒÁ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ `^′ É ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ `, ÌÉÂÏ `^′ = `, Á T É T^′ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ŒÉÄÁ ab : T → T^′, ÇÄÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ a ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÒÏËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ b ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÏÌÂÃÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.

i) ðÕÓÔØ T | ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, s | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ s = ab, ÇÄÅ a ∈ A_T , b ∈ B_T , ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ a ∈ A_T , b ∈ B_T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ sgn(b) = −1 É as = sb.

ii) ðÕÓÔØ `^′ > `, T É T^′ | ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, s | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ a ∈ A_T ′ , b ∈ B_T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ sgn(b) = −1 É as = sb.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË a É b, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ sgn(b) = −1 É as = sb ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ b = (i_1i_2), a = (s(i_1); s(i_2)). þÔÏÂÙ a É b ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÌÉ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÍÕ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ, i_1 É i_2 ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë T É s(T ) Œ (i) É Ë T É s(T^′) Œ (ii). 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 4

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ŒÙÞÉÓÌÉÍ c_T . ðÕÓÔØ c_T = ∑ œ∈S_n

–_œ[ff]. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ac_T = c_T ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A_T

É ÞÔÏ c_T b = sgn(b)c_T ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B_T . úÎÁÞÉÔ, –_{aœ} = –_œ , –_{œb} = sgn(b)–_œ É –_{ab} = sgn(b)–_e, ÇÄÅ a ∈ A_T , b ∈ B_T .

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ab, a ∈ A_T , b ∈ B_T . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (i) ÎÁÊÄÕÔÓÑ a ∈ A_T É ÎÅÞÅÔÎÏÅ b ∈ B_T , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ aff = ffb. ðÒÉ ÜÔÏÍ –_{aœ} = –_œ, –_{œb} = −–_œ , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, –_œ = 0.

ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ ÅÄÉÎÉÃÅ –_e.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff ∈ S_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ab, a ∈ A_T , b ∈ B_T , ÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ c_T ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ –_e = 1. ðÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇ.

ìÅÍÍÁ 2.

i) c_T = ∑ a∈AT b∈BT sgn(b)[ab].

ii) åÓÌÉ ÄÌÑ c ∈ C [S_n ] É ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ T ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ac = c ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A_T , cb = sgn(b)c ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B_T , ÔÏ c ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ c_T .

iii) åÓÌÉ ÄÌÑ c ∈ C [S_n ] É ÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ T^′ > T ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ac = c ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A_T ′ , cb = sgn(b)c ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B_T , ÔÏ c = 0.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÑŒÎÙÊ ŒÉÄ c_T ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÎÏ (ii). úÁÍÅÎÑÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÕÎËÔ (i) ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÎÁ ÐÕÎËÔ (ii), ÐÏÌÕÞÉÍ (iii).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏ ÐÕÎËÔÕ (ii) ÌÅÍÍÙ 2 c_T · c_T ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ c_T . œÙÞÉÓÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ —. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÓÌÅÄ ÄÅÊÓÔŒÉÑ c_T ÎÁ C [S_n ] ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÐÒÁŒÁ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ c_T ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ).

ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË (c_T )^2 = —c_T , tr c_T = — · dim Im c_T . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÅÄ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ C [S_n ] ÎÁ C [S_n ] ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. óÌÅÄ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∑ g∈G –_g [g] ÎÁ C [G] ÒÁŒÅÎ –_e|G|

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, — · dim Im c_T = n!, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, — ≠ 0, ÞÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (i). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ C [S_n ]c, c^2 = c ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÄÅÁÌÅ C [S_n ]c_T .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ c_T c = c c_T = c.

úÎÁÞÉÔ, c_T c c_T = c. îÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (ii) ÌÅÍÍÙ 2 c_T Ó c_T ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ c_T . ôÏ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ (ii).

ðÕÓÔØ `^′ > ` | ÄŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, T É T^′ | ÉÈ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ C [S_n ]c_T = C [S_n ]c_T ′ x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ C [S_n ]. ôÏÇÄÁ c_T ′ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÉÄÅÁÌÅ C [S_n ]c_T , c_T ′ = yc_T . îÏ ÐÏ ÐÕÎËÔÕ (iii) ÌÅÍÍÙ 2 c_T ′ yc_T = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ C [S_n ]. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÕÎËÔ (iii).

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ C [S_n ]a_T b_T É C [S_n ]b_T a_T ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ. úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ ` | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, `^∗ | "ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÁÑ" ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ` É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (` É `^∗ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÚÎÁËÏŒÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.