íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 9

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(F_q ). äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ B(F_q ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ B(F_q ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ B_1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ

ÉÚ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ ( a b 0 1 ) É ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ) Z É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ B_1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

çÒÕÐÐÁ Z ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ F^∗_q , Õ ÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ q − 1 ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÕ B_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ B_1 ÅÓÔØ ÒÏŒÎÏ q ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ B_1 ÅÓÔØ q ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, q − 1 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÚÎÁÅÍ | ÜÔÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. œÙÞÉÓÌÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÏÓÔÁŒÛÅÇÏÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. (dim V )^2 = |B_1| − (q − 1) · 1^2 = q(q − 1) − (q − 1) = (q − 1)^2:

óÕÍÍÉÒÕÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. õ ÇÒÕÐÐÙ B(F_q ) ÅÓÔØ (q − 1)^2 ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ É q − 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ (q − 1){ ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ Ø_1; Ø_2 : F^∗_q → C ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ: %_{Ø1;Ø2} (( a b 0 c )) = Ø_1(a)Ø_2(c).

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ GL_2(F_q ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(F_q ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÉ ÎÁ B(F_q ) ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ŒÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ Ind^{GL2(Fq)}

B(F_q) %Ø^1 ;Ø^2 .

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ. îÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÍÅÖÄÕ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.

dim Hom_{GL2(Fq)} ( Ind^{GL2(Fq)}

B(F_q) %Ø^1 ;Ø^2 ; Ind

GL_2(F_q) B(F_q) %Ø^′1;Ø^′2 ) = 2 Ø_1 = Ø_2 = Ø^′_1 = Ø^′_2 1 Ø_1 = Ø^′_1; Ø_2 = Ø^′_2; Ø_1 ≠ Ø_2 1 Ø_1 = Ø^′_2; Ø_2 = Ø^′_1; Ø_1 ≠ Ø_2 0 ÉÎÁÞÅ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ G = GL_2(F_q ), B = B(F_q ). ëÁË ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom_G(Ind^G_B%_{Ø1 ;Ø2} ; Ind^G_B %_Ø′_{1;Ø}′_2 ) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ (Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ) ÆÕÎËÃÉÊ F ÎÁ G, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ F (bg) = %(b)F (g); F (gb) = %^′(b)F (g) ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B: (1) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÈ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ B \ G=B

| ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ e É ÍÁÔÒÉÃÅ s = ( 0 1 1 0 ) . éÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ F (b) = %(b)F (e) = %^′(b)F (e) ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ B, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ F (e) = 0 ÌÉÂÏ %_{Ø1 ;Ø2} = %_Ø′_{1;Ø}′_2 , ÔÏ ÅÓÔØ Ø_1 = Ø^′_1, Ø_2 = Ø^′_2. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

F (g) = { %(g) g ∈ B 0 ÉÎÁÞÅ : ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ s · ( a 0 0 1 ) = ( 1 0 0 a ) · s, ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

%_{Ø1;Ø2} (( a 0 0 1 )) F (s) = %_Ø′_{1 ;Ø}′_2 (( 1 0 0 a )) F (s): 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ ôåïòéñ ðòåäóôáœìåîéê, 1 óåíåóôòìåëãéñ 9

úÎÁÞÉÔ, ÉÌÉ F (s) = 0 ÉÌÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ø_1 = Ø^′_2 É Ø_2 = Ø^′_1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. ëÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ?

òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ind^{GL2(Fq)}_{B(Fq)} %_{Ø1 ;Ø2} ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÐÒÉ Ø_1 ≠ Ø_2 É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉ Ø_1 = Ø_2. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ïÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ %, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ %(g) = Ø(det(g)), ÇÄÅ Ø | ÈÁÒÁËÔÅÒ F^∗_q , ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ Ind^{GL2(Fq)}

B(F_q) %Ø;Ø.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ Ind^{GL2(Fq)}

B(F_q) %Ø^1;Ø^2 É Ind

GL_2(F_q) B(F_q) %Ø^2 ;Ø^1 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. úÎÁÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

ÒÁŒÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ q + 1), ÐÏÄŒÅÄÅÍ ÉÔÏÇ. ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÒÅÄÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(F_q ) ÉÍÅÅÔÓÑ q − 1 ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ, q − 1 q{ÍÅÒÎÙÈ É^{(q−1)(q−2)}_2 (q + 1){ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F_q .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. þÅÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ B(F_q )?

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ind^{GL2(Fq)}_{B(Fq)} %_{Ø;Ø} Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÂÁÚÉÓ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(F_q ) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ B(F_q ): ( 0 1 1 0 ) ; ( 1 0 a 1 ) ; a ∈ F_q :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ GL_2(F_q ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ B(F_q ) ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F_q . ôÏ ÅÓÔØ, ÉÈ ŒÓÅÇÏ^{(q2 −q)}_2 . ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÁ q − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ B ÌÉÂÏ 1 ÌÉÂÏ q−1, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ B, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ q − 1. úÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q − 1.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÁ |GL_2(F_q )| ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÒÑÍÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁŒÎÁ^{(q2 −q)}_2 (q − 1)^2. úÎÁÞÉÔ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÅŒÙÛÁÔØ q − 1.