ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

1. Á)äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ w=z = w—z=|z|^2. Â) ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÞÉÓÌÏ^{3+2i}_{1+i} Œ ŒÉÄÅ a + bi, ÇÄÅ a É b | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ Az—z + cz + —c —z + D = 0, ÇÄÅ A É D | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, c | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (cos ’ + i sin ’)^n = cos n’ + i sin n’ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n (ÆÏÒÍÕÌÁ íÕÁŒÒÁ).

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin(2n + 1)ff =

(_{2n+1} 1 ) cos^{2n} ff sin ff −

(_{2n+1} 3 ) cos^{2n−2} ff sin^3 ff + · · · + (−1)^n sin^{2n+1} ff.

5. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ sin^{2 ß}_{2n+1} , sin^{2 2ß}_{2n+1} , : : : , sin^{2 nß}_{2n+1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(_{2n+1} 1 ) (1 − x)^n −

(_{2n+1} 3 ) (1 − x)^{n−1}x +

(_{2n+1} 5 ) (1 − x)^{n−2}x^2 − · · · + (−1)^nx^n.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ctg^{2 ß}_{2n+1} , ctg^{2 2ß}_{2n+1} , : : : , ctg^{2 nß}_{2n+1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(_{2n+1} 1 ) x^n − (_{2n+1} 3 ) x^{n−1} +

(_{2n+1} 5 ) x^{n−2} − · · · + (−1)^n.

6. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 5, ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ:

Á) ctg^2 ß 2n + 1

+ ctg^2 2ß 2n + 1

+ · · · + ctg^2 nß 2n + 1 ; Â) 1 sin^{2 ß}_{2n+1} + 1 sin^{2 2ß}_{2n+1} + · · · + 1 sin^{2 nß}_{2n+1} ; Œ) sin ß 2n + 1 sin 2ß 2n + 1 · · · sin nß 2n + 1 : ëÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ëÏÒÎÅÍ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ”, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ”^n = 1. ðÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ”, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ”^n = 1 É ”^k ≠ 1 ÐÒÉ k = 1, 2, : : : , n − 1.

7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x^{2n} − 1 = (x^2 − 1) ∏_{n−1} k=1 ( x^2 − 2x cos^{kß}_n + 1 ) . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin^ß_{2n} sin^{2ß}_{2n} · · · sin^{(n−1)ß}_{2n} =^{√n}_{2n−1} . Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ cos^ß_{2n} cos^{2ß}_{2n} · · · cos^{(n−1)ß}_{2n} =^{√n}_{2n−1} .

8. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x^{2n+1} − 1 = (x − 1)

∏_n k=1 ( x^2 − 2x cos^{2kß}_{2n+1} + 1 ) . Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin^ß_{2n+1} sin^{2ß}_{2n+1} · · · sin^{nß}_{2n+1} =^{√2n+1}_{2n} .

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ËÏÒÎÉ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ cos^{2mß}_n + i sin^{2mß}_n , ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ m ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó n.

10. ðÕÓÔØ ” | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ n-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

1 + ”^k + ”^{2k} + · · · + ”^{(n−1)k} = { 0 ÐÒÉ 1 ⩽ k ⩽ n − 1; n ÐÒÉ k = n:

11. ðÕÓÔØ z_1, : : : , z_n | ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, z_0 | ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (z) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n − 1, ÔÏ P (z_1) + · · · + P (z_n) = nP (z_0).

12. ðÕÓÔØ ” | ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1 − ”)(1 − ”^2)(1 − ”^3) · · · (1 − ”^{n−1}) = n.

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ŒÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÐÒÏŒÅÄčÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1, ÒÁŒÎÏ n.

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b, c ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{3a}+x^{3b+1}+x^{3c+2} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x^2+x+1.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ

15. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ cos n’ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ cos ’, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ T_n(x), ÞÔÏ T_n(x) = cos n’ ÐÒÉ x = cos ’.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_n

(_{z+z−1} 2 ) =^{zn+z−n}_2 .

16. Á) ðÕÓÔØ n = 2k + 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ cos

(_{2lß} n ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_{k+1}(x) − T_k(x).

Â) ðÕÓÔØ n = 2k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ cos

(_{2lß} n ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ l ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T_{k+1}(x) − T_{k−1}(x).

17. Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ T_{k+1}(x) − T_k(x) ÐÒÉ k ⩽ 4.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ cos^{2ß}_5 É cos^{4ß}_5 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 4x^2 + 2x − 1. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ cos^{2ß}_7 , cos^{4ß}_7 É cos^{6ß}_7 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x^3 + 4x^2 − 4x − 1. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ cos^{2ß}_9 , cos^{4ß}_9 É cos^{8ß}_9 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x^3 − 6x + 1.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ Œ ÒÁÄÉËÁÌÁÈ

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^n + a_1x^{n−1} + · · ·+ a_n = 0 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ŒÉÄÕ y^n + b_2y^{n−2} + · · ·+ b_n = 0 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ y = x + c, ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÉÄÁ x^3 + ax + b = 0 É ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ 4-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÉÄÁ x^4 + ax^2 + bx + c = 0:

òÅÛÅÎÉÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

19. Á) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^3 + px + q = 0 ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ: ÐÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ËÏÒÎÉ Œ ŒÉÄÅ x = 3√ ff +^3 √ fi É ÎÁÊÄÉÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ff É fi.

Â) ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Œ Á) ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ x =^3 √ ff +^3 √ fi, ÇÄÅ ff; fi = −^q_2 ±

√_{p2}

4 +^{q3}_{27} . üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁčÔ 9 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÒÎÑ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁčÔ 3 ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ?

20. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^3 + px + q = 0, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ

x^3 + y^3 + z^3 − 3xyz = (x + y + z)(x + !y + !^2z)(x + !^2y + !z);

ÇÄÅ !^2 + ! + 1 = 0. (ðÏÄÂÅÒÉÔÅ y É z ÔÁË, ÞÔÏ −3yz = p É y^3 + z^3 = q.)

21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^3 + ax + b = 0 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ, ÔÏ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÒÎÅÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 19 ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÉÍÙÅ ÞÉÓÌÁ.

22. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÒÅÎØ x_0 = 2 ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^3 − x − 6 = 0 ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 19.

23. ðÕÓÔØ x_1, x_2, x_3 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^3 +px+q = 0. ðÏÌÏÖÉÍ ff = x_1+!x_2 +!^2x_3 É fi = x_1 +!^2x_2+!x_3, ÇÄÅ !^2 + ! + 1 = 0 (ÜÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁÍÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ).

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 3x_1 = ff + fi, 3x_2 = !^2ff + !fi É 3x_3 = !ff + !^2fi. Â) œÙÒÁÚÉÔÅ fffi É ff^3 + fi^3 ÞÅÒÅÚ p É q. Œ) òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^3 + px + q = 0.

òÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 4-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ

24. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^4 + ax^2 + bx + c = 0, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^4 + ax^2 + bx + c Œ ŒÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ x^4 + ax^2 + bx + c = ( x^2 +^a_2 + t

)_2 − ( 2tx^2 − bx + (t^2 + at − c +^a_2 ) ) É ŒÙÂÅÒÉÔÅ t ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒčÈÞÌÅÎÁ ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ.

25. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ x^4 +ax^2 +bx+c = 0, ÎÁÊÄÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ËÏÒÎÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

26. ðÕÓÔØ x_1, x_2, x_3, x_4 | ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^4 + ax^2 + bx + c = 0. ðÏÌÏÖÉÍ ff = −(x_1 + x_2)(x_3 + x_4), fi = −(x_1 + x_3)(x_2 + x_4) É fl = −(x_1 + x_4)(x_2 + x_3).

Á) œÙÒÁÚÉÔÅ x_1, x_2, x_3 É x_4 ÞÅÒÅÚ √ ff, √ fi É √ fl. Â) œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (y − ff)(y − fi)(y − fl) ÞÅÒÅÚ a, b, c. Œ) óŒÅÄÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^4 + ax^2 + bx + c = 0 Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ 27. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^5 − 10x^3(1 − x^2) + 5x(1 − x^2)^2 = a;

x^7 − 21x^5(1 − x^2) + 35x^3(1 − x^2)^2 − 7x(1 − x^2)^3 = a:

28. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^5 − 5ax^3 + 5a^2x − b = 0 É x^7 − 7ax^5 + 14a^2x^3 − 7a^3x − b = 0.