Part 1. ôÅÎÚÏÒÙ.

1. ðÒÉÎÑÔÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

îÉÖÅ ÍÙ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÑÔÙÅ Œ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÔËÁÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ.

• ïÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ k É ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ k = R ÉÌÉ k = C .

œÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ. • ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÍ V^∗. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ - ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = C , ÔÏ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ V^∗. ëÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÌÕÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎÃÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : V → C ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÌÕÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(cv) = cf(v) ÄÌÑ c ∈ C , v ∈ V .

• åÓÌÉ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ŒÓÔÅÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ f_{i;j} R^{i;k}_l `_j ÒÁŒÎÏ ∑ i;j f_{i;j} R^{i;k}_l `_j .

2. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÕÓÔØ V_1; :::; V_n - ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÎ- ÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗:::⊗V_n É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. çÒÕÂÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗:::⊗V_n - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim(V_1) · ::: · dim(V_n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ff : V_1 × ::: × V_n → V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n:

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÅÓÌÉ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÔÏÌÂÃÙ ŒÙÓÏÔÙ dim(V ). äÌÑ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÙ ÉÍÅÅÍ: ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ V_1; :::; V_n ŒÙÂÒÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ dim(V_1) × ::: × dim(V_n). üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÎ- ÚÏÒÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (ÐÒÉ n = 1) ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÎÚÏÒÏÍ. îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ÐÒÉ n ≥ 2. íÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. ïÂÒÁÔÉÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ V_1; :::; V_n - ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V_1 × ::: × V_n → U, ÇÄÅ U - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ.

úÁÄÁÞÁ 2.2. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V_1 × ::: × V_n Œ U ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ V_1 × ::: × V_n Œ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ. 1

úÁÄÁÞÁ 2.3. ðÕÓÔØ f^{(i)} ∈ V^∗_i , ÔÏÇÄÁ V_1 × ::: × V_n → k; (v_1; :::; v_n) → f^{(1)}(v_1) · ::: · f^{(n)}(v_n) ÅÓÔØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ).

úÁÄÁÞÁ 2.4. ðÕÓÔØ f^{(i)}_1 ; :::; f^{(i)}_{ki} ÂÁÚÉÓ V^∗_i . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F_{m1;:::;mn} : V_1 × ::: × V_n → k; (v_1; :::; v_n) → f^{(1)}_{m1} (v_1) · ::: · f^{(n)}_{mn} (v_n):

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ {F_{m1;:::;mn} | 1 ≤ m_i ≤ k_i} ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V_1 × ::: × V_n Œ k. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_1; :::; V_n - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ff : V_1 × ::: × V_n → V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V_1 × ::: × V_n → U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_ff : V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n → U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’ = ’_ff ∘ ff.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5 ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ:

V_1 × ::: × V_n ff V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ’ ... ... ... ... .. ’_ff

U óÐÌÏÛÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ - ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÎÙ. ðÕÎË- ÔÉÒÎÁÑ ÓÔÒÅÌËÁ - ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.6. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ - ÑŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_1; :::; V_n ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ V^∗_1 × ::: × V^∗_n . ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ: (ff(v_1; :::; v_n))(v^∗_1; :::; v^∗_n) = v^∗_1(v_1) · ::: · v^∗_n(v_n):

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 2.7. ðÕÓÔØ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n - ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ff : V_1 × ::: × V_n → V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n - ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ⟨ff(V_1 × ::: × V_n)⟩ = V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n (⟨X⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ úÁÄÁÞÉ 2.7 ŒÁÖÎÏ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ úÁÄÁÞÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗:::⊗V_n ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. (ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ (V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n)^′ - ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ff^′ : V_1 × ::: × V_n → (V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n)^′ - ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ff^′)_ff : V_1⊗:::⊗V_n → (V_1⊗:::⊗V_n)^′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ff^′ = (ff^′)_ff ∘ ff).

úÁÄÁÞÁ 2.9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

1. V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ≃ V_{œ(1)} ⊗ ::: ⊗ V_{œ(n)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n, 2. (V_1 ⊗ V_2) ⊗ V_3 ≃ V_1 ⊗ (V_2 ⊗ V_3), 3. Hom(V_1; V_2) ≃ V^∗_1 ⊗ V_2, 4. (V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n)^∗ ≃ V^∗_1 ⊗ ::: ⊗ V^∗_n .

äÌÑ v_i ∈ V_i; 1 ≤ i ≤ n ÐÏÌÏÖÉÍ ff(v_1; :::; v_n) = v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n ∈ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n:

üÌÅÍÅÎÔ v_1 ⊗:::⊗v_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 ⊗:::⊗V_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; :::; v_n. ôÅÎÚÏÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ. úÁÄÁÞÁ 2.10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ v_1 ⊗ ::: ⊗ v_{i−1} ⊗ (˘v_i + ˘^′v^′_i) ⊗ v_{i+1} ⊗ ::: ⊗ v_n =

(2.1)

˘v_1 ⊗ ::: ⊗ v_{i−1} ⊗ v_i ⊗ v_{i+1} ⊗ ::: ⊗ v_n + ˘^′v_1 ⊗ ::: ⊗ v_{i−1} ⊗ v^′_i ⊗ v_{i+1} ⊗ ::: ⊗ v_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n, ˘; ˘^′ ∈ k, v_j; v^′_j ∈ V_j .

õËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⟨v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n | v_i ∈ V_i⟩= ∼;

ÇÄÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ⟨v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n | v_i ∈ V_i⟩ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n}_{vi ∈Vi} , Á ∼ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (2.1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ - ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n + u_1 ⊗ ::: ⊗ u_n + : : : :

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄŒÅ ÔÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÄÒÕÇÕÀ, ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2.1).

éÚ úÁÄÁÞÉ 2.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {e^{(i)}_j | 1 ≤ j ≤ dim(V_i)} - ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_i, ÔÏ {e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} | 1 ≤ i_j ≤ dim(V_i)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÔÅÎÚÏÒ T ∈ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ:

T = T^{i1;:::;in} e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} :

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ {T^{i1;:::;in} }_{1≤ij ≤dim(Vj )} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÅÎÚÏÒÁ T Œ ÂÁÚÉÓÅ {e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} }.

úÁÄÁÞÁ 2.11. ðÕÓÔØ {f^{(i)}_j | 1 ≤ j ≤ dim(V_i)} ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_i, A^{(i)} - ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ {f^{(i)}_j } Ë ÂÁÚÉÓÕ {e^{(i)}_j }, ÔÏ ÅÓÔØ e^{(i)}_j = A^{(i)}_{k;j} f^{(i)}_k . äÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ {T^{i1;:::;in}_f } ÔÅÎÚÏÒÁ T Œ ÂÁÚÉÓÅ {f^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ f^{(n)}_{in} } ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ {T^{i1;:::;in}_e } Œ ÂÁÚÉÓÅ {e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} } ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

T^{j1;:::;jn} f = A^{(1)}_{j1;i1} · ::: · A^{(n)}_{jn;in} T^{i1;:::;in}_e :

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÅÔØÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} | 1 ≤ i_j ≤ dim(V_i)}. (ôÏ ÅÓÔØ ÞÅÒÅÚ e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÂÁ- ÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ: ff(e^{(1)}_{i1} ; :::; e^{(n)}_{in} ) = e^{(1)}_{i1} ⊗ ::: ⊗ e^{(n)}_{in} éÚ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

œ ÆÉÚÉËÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÂÏÔÁÀÔ Ó ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÍÅÓÔÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÔÅÎÚÏÒÁ ”_{ijk}e_i ⊗ e_j ⊗ e_k ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ ”_{ijk} . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ”_{ijk} ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ, ËÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ

V_1 = ::: = V_k = V; V_{k+1} = ::: = V_n = V^∗;

V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n = V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)}

(ÄÌÑ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ l ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ U ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ U^{⊗l}). ôÅÎÚÏÒ T ∈ V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ k ÒÁÚ ËÏÎÔÒÁ- ŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ É n − k ÒÁÚ ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ. ðÕÓÔØ e_1; :::; e_m - ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , x^1; :::; x^m - ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, ÔÏ ÅÓÔØ x^i(e_j ) = ffi_{ij} - ÓÉÍŒÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ

{e_{i1} ⊗ ::: ⊗ e_{ik} ⊗ x^{j1} ⊗ ::: ⊗ x^{jn−k} | 1 ≤ i_r; j_s ≤ m}:

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÎÚÏÒÁ T ÉÚ V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)} Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ T^{i1;:::;ik}_{j1;:::;jn−k} ÔÁË ÞÔÏ T = T^{i1;:::;ik}_{j1;:::;jn−k} e_{i1} ⊗ ::: ⊗ e_{ik} ⊗ x^{j1} ⊗ ::: ⊗ x^{jn−k} :

3. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÎÚÏÒÙ.

ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. n-ÁÑ ÔÅÎÚÏÒÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V - ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V^{⊗n}. œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ n-ÕÀ ŒÎÅÛÎÀÀ É n-ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

äÌÑ œ ∈ S_n ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ: (1) œ : V^{×n} → V^{×n}; (v_1; :::; v_n) → (v_{œ(1)}; :::; v_{œ(n)}), (2) œ : V^{⊗n} → V^{⊗n}; (v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n) → (v_{œ(1)} ⊗ ::: ⊗ v_{œ(n)})

(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: V^{×n} = V ×:::×V (n ÐÒÑÍÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ)).

úÁÄÁÞÁ 3.1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (2) ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V^{×n} → U, ÇÄÅ U - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÅÓÌÉ ’(œ(v_1; :::; v_n)) = sgn(œ)’(v_1; :::; v_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ ∈ S_n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. n-ÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ∧^nV Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ fi : V^{×n} → ∧^nV:

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V^{×n} → U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_fi : ∧V → U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’ = ’_fi ∘ fi:

V^{×n} fi ∧^nV ’ ... ... ... ... .. ’_fi

U ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∧^nV ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ∧^nV = {T ∈ V^{⊗n} | œ(T ) = sgn(œ)T ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ ∈ S_n};

alt : V^⊗ → ∧^nV; T → 1 n! ∑ œ∈S_n sgn(œ)œ(T ):

úÁÄÁÞÁ 3.5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ alt ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗n} ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∧^nV .

ðÏÌÏÖÉÍ fi = alt ∘ ff, ÇÄÅ ff : V^{×n} → V^{⊗n} - ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fi - ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÌÅÊÎÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∧^nV ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. (ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ (∧^nV )^′ - ÅÝÅ ÏÄÎÁ n-Ñ ŒÎÅÛÎÑÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , fi^′ : V^{×n} → (∧^nV )^′ - ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (fi^′)_fi : ∧^nV → (∧^nV )^′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fi^′ = (fi^′)_fi ∘ fi).

ðÏÌÏÖÉÍ v_1 ∧ ::: ∧ v_n = fi(v_1; :::; v_n).

úÁÄÁÞÁ 3.8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ v_1 ∧ ::: ∧ v_{i−1} ∧ (˘v_i + ˘^′v^′_i) ∧ v_{i+1} ∧ ::: ∧ v_n =

(3.1)

˘v_1 ∧ ::: ∧ v_{i−1} ∧ v_i ∧ v_{i+1} ∧ ::: ∧ v_n + ˘^′v_1 ∧ ::: ∧ v_{i−1} ∧ v^′_i ∧ v_{i+1} ∧ ::: ∧ v_n; v_{œ(1)} ∧ ::: ∧ v_{œ(n)} = sgn(œ)v_1 ∧ ::: ∧ v_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ 1 ≤ i ≤ n, ˘; ˘^′ ∈ k, v_j; v_j′ ∈ V , œ ∈ S_n.

õËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ n-ÏÊ ŒÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ∧^nV ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⟨v_1 ∧ ::: ∧ v_n | v_i ∈ V ⟩= ∼;

ÇÄÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ⟨v_1 ∧ ::: ∧ v_n | v_i ∈ V ⟩ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {v_1 ∧ ::: ∧ v_n}_{vi∈V} , Á ∼ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (3.1). åÓÌÉ e_1; :::; e_k - ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ e_{i1} ∧ ::: ∧ e_{in} , i_1 ¡ ::: ¡ i_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∧^nV . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∧^nV ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ: w = w^{i1;:::in} e_{i1} ∧ ::: ∧ e_{in} :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dim(∧^nV ) = ( dim(V ) n ) : òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ∧(V ) = k ⊕ ∧^1(V ) ⊕ ::: ⊕ ∧^k (V );

ÇÄÅ k = dim(V ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ∧(V ) ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ŒÎÅÛÎÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ:

(v_1 ∧ ::: ∧ v_n) · (v_{n+1} ∧ ::: ∧ v_{n+m}) = v_1 ∧ ::: ∧ v_n ∧ v_{n+1} ∧ ::: ∧ v_{n+m}: œÎÅÛÎÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ∧(V ) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÎÏ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. îÁ ∧(V ) ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏ- ÎÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ: deg(w) = n ÄÌÑ w ∈ ∧^n(V ). éÍÅÅÍ: w ∧ w^′ = (−1)^{deg(w) deg(w′ )}w^′ ∧ w ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ w; w^′ ∈ ∧(V ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : V^{×n} → U, ÇÄÅ U - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ’(œ(v_1; :::; v_n)) = ’(v_1; :::; v_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ ∈ S_n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. n-ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ fl : V^{×n} → S^nV:

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : V^{×n} → U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_fl : S^nV →

U ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ’ = ’_fl ∘ fl:

V^{×n} fl S^nV ’ ... ... ... ... .. ’_fl

U ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ S^nV = {T ∈ V^{⊗n} | œ(T ) = T ÄÌÑ ŒÓÅÈ œ ∈ S_n};

sym : V^⊗ → S^nV; T → 1 n! ∑ œ∈S_n œ(T ):

úÁÄÁÞÁ 3.12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sym ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^{⊗n} ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV .

ðÏÌÏÖÉÍ fl = sym ∘ ff, ÇÄÅ ff : V^{×n} → V^{⊗n} - ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ fl - ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÉÌÉÌÅÊÎÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^nV ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. (ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ (S^nV )^′ - ÅÝÅ ÏÄÎÁ n-Ñ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , fl^′ : V^{×n} → (S^nV )^′ - ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (fl^′)_fl : S^nV → (S^nV )^′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fl^′ = (fl^′)_fl ∘ fl).

ðÏÌÏÖÉÍ v_1:::v_n = fl(v_1; :::; v_n). úÁÄÁÞÁ 3.15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

v_1:::v_{i−1}(˘v_i + ˘^′v^′_i)v_{i+1}:::v_n = ˘v_1:::v_{i−1}v_iv_{i+1}:::v_n + ˘^′v_1:::v_{i−1}v^′_iv_{i+1}:::v_n;

(3.2) v_{œ(1)}:::v_{œ(n)} = v_1:::v_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˘; ˘^′ ∈ k, v_i ∈ V , œ ∈ S_n.

õËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ n-ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ S^nV ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ⟨v_1:::v_n | v_i ∈ V ⟩= ∼;

ÇÄÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ⟨v_1:::v_n | v_i ∈ V ⟩ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉ- ÓÏÍ {v_1:::v_n}_{vi∈V} , Á ∼ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÑÍÉ (3.2). åÓÌÉ e_1; :::; e_k - ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ e_{i1} :::e_{in}, i_1 ≤ ::: ≤ i_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^nV . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ S^nV ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ: p = p^{i1 ;:::in} e_{i1} :::e_{in} :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

dim(S^nV ) = ( dim(V ) + n − 1 n ) : ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ S^n(V^∗) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍ) ÓÔÅÐÅÎÉ n ÎÁ V . á ÉÍÅÎÎÏ: ÜÌÅ- ÍÅÎÔ f ∈ S^n(V^∗) ÜÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : V × ::: × V → k. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ (ÓÔÅÐÅÎÉ n) ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ~f : V → k; v → f(v; :::; v):

ðÏ ÆÏÒÍÅ ~f ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÊ ÔÅÎÚÏÒ f. ôÅÎÚÏÒ f ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÅÊ ÆÏÒÍÙ ~f. ðÕÓÔØ x_1; :::; x_m - ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V^∗, f = f_{i1;:::;in} x_{i1} ⊗ ::: ⊗ x_{in} - ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ f ∈ S^nV^∗, ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÔÅÎÚÏÒÁ f ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÅÍÕ ÆÏÒÍÕ ~f ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ x_1; :::; x_m, ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÔÏ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ f ÕÂÒÁÔØ ŒÓÅ ÚÎÁÞËÉ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ⊗ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_1; :::; x_m.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

k[V ] = k ⊕ S^1(V^∗) ⊕ S^2(V^∗) ⊕ : : : :

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ k[V ] ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(f_1:::f_n) · (f_{n+1}:::f_{n+m}) = f_1:::f_nf_{n+1}:::f_{n+m}:

óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ k[V ] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÁ V . óÉÍÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ k[V ] ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ. îÁ k[V ] ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ: deg(f) = n ÄÌÑ f ∈ S^n(V ).

4. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ.

îÁÄ ÔÅÎÚÏÒÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. • ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. • óŒÅÒÔËÁ.

• óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ.

ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; :::; v_n, v_i ∈ V_i - ÜÔÏ ÔÅÎÚÏÒ v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n = ff(v_1; :::; v_n), ÌÅÖÁÝÉÊ Œ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n.

ðÕÓÔØ V_1; :::; V_n; U_1; :::; U_n - ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ’_i : V_i → U_i, 1 ≤ i ≤ n - ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n : V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n → U_1 ⊗ ::: ⊗ U_n

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ:

(’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n)(v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n) = ’_1(v_1) ⊗ ::: ⊗ ’_n(v_n):

(4.1)

úÁÄÁÞÁ 4.1. õÓÌÏŒÉÅ (4.1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_1⊗:::⊗’_n ËÏÒÒÅËÔÎÏ. (ïÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÊ ’_1; :::; ’_n).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ V_i = U_i, 1 ≤ i ≤ n. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ

’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n : V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n → V_1 ⊗ ::: × V_n:

åÓÌÉ ’_i ∈ GL(V_i), 1 ≤ i ≤ n, ÔÏ ’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n ∈ GL(V_1) × ::: × GL(V_n),

(’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n)^{−1} = ’^{−1}_1 ⊗ ::: ⊗ ’^{−1}_n :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

GL(V_1) × ::: × GL(V_n) → GL(V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n);

(4.2) (’_1; :::; ’_n) → ’_1 ⊗ ::: ⊗ ’_n:

úÁÄÁÞÁ 4.2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (4.2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

óŒÅÒÔËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n.

úÁÄÁÞÁ 4.3. ðÕÓÔØ 1 ≤ i ¡ j ≤ n; V_i ≃ V; V_j ≃ V^∗ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ct_{i;j} : V_1 ⊗ ::: ⊗ V_n → V_1 ⊗ ::: ⊗ ^V_i ⊗ ::: ⊗ ^V_j ⊗ ::: ⊗ V_n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Ct_{i;j} (v_1 ⊗ ::: ⊗ v_n) = v_i(v_j )v_1 ⊗ ::: ⊗ ^v_i ⊗ ::: ⊗ ^v_j ⊗ ::: ⊗ v_n (ÛÌÑÐËÁ ÎÁÄ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÉÌÉ ÎÁÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÔÅÎÚÏÒÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÕÅÔ). (ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ct_{i;j} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÏÊ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)}. ðÕÓÔØ 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ q ≤ n − k. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ ÐÏ p-ÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ÓŒÅÒÈÕ É q-ÍÕ ÉÎÄÅËÓÕ ÓÎÉÚÕ ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

Ct_{i;j} : V^{⊗k} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k)} → V^{⊗(k−1)} ⊗ (V^∗)^{⊗(n−k−1)};

{T^{i1;:::;ik}

j_1;:::;j_{n−k} } → {T i_1;:::;i_{p−1};l;i_{p+1};:::;i_k j_1;:::;j_{q−1};l;j_{q+1};:::;j_{n−k} }:

åÓÌÉ ÔÅÎÚÏÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏ ŒÅÒÈÎÉÍ É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏ ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓŒÅÒÔËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÏÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÁ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓŒÅÒÔËÉ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÁ. ðÏÌÎÁÑ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ - ÜÔÏ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÁÑ ÓŒÅÒÔËÁ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ (ÅÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÓŒÅÒÔËÉ, ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÕËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ).

óÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ.

ïÂ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÊ ÔÅÎÚÏÒÏŒ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÉÚÕÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ É ÐÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐ. ðÏËÁ ÚÁÍÅÔÉÍ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÙ alt É sym.

5. ðÒÉÍÅÒÙ ÔÅÎÚÏÒÏŒ.

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÅÎÚÏÒÏŒ, ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ É ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5.1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ ÐÏÌÅ ÓËÁÌÑÒÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k, K ⊃ k - ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k), ÔÏ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ V ⊗ K ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊗K ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ÓËÁÌÑÒÏŒ. œÍÅÓÔÏ V ⊗ K ÐÉÛÕÔ V ⊗_k K, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ V É K ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, V ⊗_kK ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ k É ÎÁÄ K. œÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: V ⊗_RC - ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ðÒÉÍÅÒ 5.2. ôÅÎÚÏÒ ÉÎÅÒÃÉÉ ÔÅÌÁ. ðÕÓÔØ X - ÔŒÅÒÄÏÅ ÔÅÌÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, O - ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÔÅÌÁ X, (O; e_1; e_2; e_3) - ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ O. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó R^3, ÐÒÉÞÅÍ e_1; e_2; e_3 - ÂÁÚÉÓ Œ R^3. ðÕÓÔØ x_1; x_2; x_3 - ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÔÅÎÚÏÒ ÉÎÅÒÃÉÉ

I = I_{i;j} x_i ⊗ x_j ∈ S^2R^{3∗}

ôÅÎÚÏÒ I ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓÙ ÔÅÌÁ X ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÍÁÓÓ O É ÏÓÑÍ e_1; e_2; e_3. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÎÁ ÔÅÌÏ ÎÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÉËÁËÉÅ ÓÉÌÙ. ôÏÇÄÁ (O; e_1; e_2; e_3) ÅÓÔØ ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÏËÏÉÔÓÑ, Á ÔÅÌÏ ŒÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O. ðÕÓÔØ

˙ = ˙_ie_i ∈ R^3

- ÕÇÌÏŒÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ŒÒÁÝÅÎÉÑ (˙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ). ôÏÇÄÁ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ T ŒÒÁÝÅÎÉÑ ÔÅÌÁ ÒÁŒÎÁ T = 1 2 I_{i;j}˙_i˙_j :

ôÏ ÅÓÔØ T ÅÓÔØ ÐÏÌÎÁÑ ÓŒÅÒÔËÁ ÔÅÎÚÏÒÁ^1_2 ˙ ⊗ ˙ ⊗ I.

Part 2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ.

6. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ G - ÇÒÕÐÐÁ, X - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X - ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

G × X → X; (g; x) → g · x

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

• g_1 · (g_2 · x) = (g_1g_2) · x, • e · x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ g_1; g_2 ∈ G, x ∈ X, ÇÄÅ e - ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÜÔÏ ÎÁÄÏ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ÇÒÕÐÐÙ G ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ X ÎÁ ÓÅÂÑ: g : X → X; x → g · x É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X - ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ Aut(X) ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÓÅÂÑ. úÁÐÉÓØ G : X ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ X. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G · x ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ (G- ÏÒÂÉÔÏÊ) ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X, Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_x = {g ∈ G | g · x = x} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÏÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x Œ G. ñÓÎÏ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅÍ ÏÒÂÉÔ. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ G. üÌÅÍÅÎÔ y ⊂ X (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÉÌÉ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ,

ÅÓÌÉ g · y = y ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G (g · y = y ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G; y ∈ Y ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ X^G. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X → Y ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ G- ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÅÓÔØ ’(g · x) = g · ’(x). åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X É Y ÉÍÅÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ...) É G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ "ÕŒÁÖÁÅÔ" ÜÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÇÌÁÄ- ËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ...), ÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’ ÎÁÚÙŒÁÀÔ G-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÌÉ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 6.1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G : G ÎÁ ÓÅÂÅ ÌÅŒÙÍÉ É ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÌÅŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: g · g^′ = gg^′. äÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: g · g^′ = g^′g^{−1}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ g · g^′ = g^′g, ÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ g_1 · (g_2 · g^′) = (g_1g_2) · g^′. ðÒÁŒÙÅ É ÌÅŒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ "ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÅ" ÄÅÊÓÔŒÉÅ: g · g^′ = gg^′g^{−1}. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V - ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ V , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : V → V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G Œ V - ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ GL(V ). éÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÏŒÁ "ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ" ÇÏŒÏÒÑÔ "ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ" ÉÌÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÍÏÄÕÌÅÍ. äŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : V; G : W ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ G-ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ V → W , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V É W ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÊ Ó ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ Œ ÎÉÈ ÇÒÕÐÐÙ G. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G : V ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ G · W ⊄ W ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ W ⊂ V . äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g ∈ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ V ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ G → GL(V ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

ðÕÓÔØ G : V - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ æ : G → GL(V ). þÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ æ Œ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ) ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H ⊂ GL(V ), ÔÏ ÅÓÔØ æ(G) ⊂ H. åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, æ(G) ⊂ SL(V ), ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÜÔÏ ÏÂÓÔÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ æ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕ- ÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ SL(V ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ:

• ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ æ(G) ⊂ O(V ), ÇÄÅ O(V ) - ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É ÇÒÕÐÐÁ O(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ).

• ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ æ(G) ⊂ Sp(V ), ÇÄÅ Sp(V ) - ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ (ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ 2-ÆÏÒÍÁ ! ∈ ∧^2(V ) É ÇÒÕÐÐÁ Sp(V ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÎÅÛÎÑÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ Œ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

• ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍ (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÏÎ- ÎÙÍ ), ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; :::; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÜÌÅÍÅÎÔÙ æ(g); g ∈ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ V , ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ æ(g)(e_i) = e_æ′_{(i)}, ÇÄÅ æ^′ : G → S_n - ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

• ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ æ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e_1; :::; e_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÜÌÅÍÅÎÔÙ æ(g); g ∈ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ÎÁ V , ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ É ÕÍÎÏÖÁÑ ÉÈ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÔÏ ÅÓÔØ, æ(g)(e_i) = f(g)e_æ′_{(i)}, ÇÄÅ f : G → k - ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ, æ^′ : G → S_n - ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

éÍÅÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÐÕÓÔØ G : V; W; ::: - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ "ÉÚÇÏÔÏŒÉÔØ" ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

• G : V^∗. üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V × V^∗ → k ÅÓÔØ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ k ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ). éÍÅÅÍ: (g · v^∗)(v) = v^∗(g^{−1} · v).

• G : V ⊕ W . üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V → V ⊕ W; W → V ⊕ W ÅÓÔØ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. éÍÅÅÍ: g · (v; w) = (g · v; g · w).

• G : V × W . üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ V × W → V; V × W → W ÅÓÔØ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. éÍÅÅÍ: g · (v; w) = (g·v; g·w). ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.

• G : V ⊗ W . üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ V ×W → V ⊗W ÅÓÔØ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. éÍÅÅÍ: g ·(v ⊗w) = g · v ⊗ g · w.

• G : Hom(V; W ). üÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÎÓÔÒÕÃÉÑÍ, ÏÐÉÓÁÎ- ÎÙÍ ŒÙÛÅ, ÔÁË ËÁË Hom(V; W ) ≃ V^∗ ⊗ W . õËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÑŒÎÏ: g · ’ = g ∘ ’ ∘ g^{−1}, ÔÏ ÅÓÔØ, (g · ’)(v) = g · (’(g^{−1} · v)).

• ðÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ V^{⊗n} ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ∧^nV É S^nV ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÎÙ (ÄÏËÁÚÁÔØ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : ∧^nV; G : S^nV .

• åÓÌÉ æ : G → H - ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H : V ÇÒÕÐÐÙ H ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: g · v = æ(g) · v.

ìÅÍÍÁ 6.2 (ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = C . ðÕÓÔØ G : V; G : W - ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ’ : V → W - ÌÉÎÅÊÎÏÅ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ

• ÉÌÉ ’ = 0, ÉÌÉ ’ - ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, • ÅÓÌÉ V = W , ÔÏ ’ = ˘ id, ÇÄÅ ˘ ∈ C .

úÁÄÁÞÁ 6.3. äÏËÁÚÁÔØ ìÅÍÍÕ ûÕÒÁ.

7. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ.

îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ - ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÏÑÓÎÑÀÝÉÅ ÔÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ, Á ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ. œÁÖÎÅÊÛÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ - ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ: ÐÕÓÔØ G : V - ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒ “ : V → V; v → v^“ = 1 |G| ∑ g∈G g · v:

îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ “ ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ V^G.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ G : V - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, W ⊂ V - G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W^′ ⊂ V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ V = W ⊕W^′ ("ŒÓÑËÏÅ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ").

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ p : V → V - ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÅËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W . ðÏÌÏÖÉÍ

p_0 = 1 |G| ∑ g∈G g ∘ p ∘ g^{−1} : V → V:

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÒÏÅËÔÏÒ p ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ G-ÍÏÄÕÌÑ Hom(V; V ) É p_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ p, ÔÏ ÅÓÔØ p_0 = p^“. éÍÅÅÍ: p_0 ÅÓÔØ G-ÐÒÏÅËÔÏÒ V ÎÁ W (ÄÏËÁÚÁÔØ). ðÏÌÏÖÉÍ W^′ = Ker(p_0).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.2. œÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ G : V - ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: V = V_1 ⊕ V_2 ⊕ :::.

ðÒÉÍÅÒ 7.1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ k (ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÐÏÌÑ k). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ

k → GL(k^2); a → ( 1 a 0 1 ) : ôÏÇÄÁ W = {(t; 0) | t ∈ k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ k-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ W ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ k-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 7.1 ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÜÔÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ. ëÒÏÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁÄ R É ÎÁÄ C ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ É ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÅÄÕËÔÉŒÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÏÌÎÏÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ, {V_i}_{i∈I} - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G : V É ÐÕÓÔØ

Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÅÇÏ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ G-ÍÏÄÕÌØ V_i ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ n_i ÒÁÚ. ôÏÇÄÁ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: V ≃ n_1V_1 ⊕n_2V_2 ⊕:::, ÇÄÅ n_iV_i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ V_i ⊕:::⊕V_i (n_i ÐÒÑÍÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). þÉÓÌÏ n_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ V_i Œ V .

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÓÏÂÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÌÅŒÏÅ É ÐÒÁ- ŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ïÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ |G|-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ kG Ó ÂÁÚÉÓÏÍ {e_g | g ∈ G}. ìÅŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G : kG ÇÒÕÐÐÙ G - ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: g · e_g′ = e_{gg}′ , Á ÐÒÁŒÏÅ: g · e_g′ = e_g′_g−1 . üÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ:

kG (ËÁË ÐÒÁŒÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ) −→ kG (ËÁË ÌÅŒÙÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ); e_g → e_g−1 :

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.3. ðÕÓÔØ G : V - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. èÁÒÁËÔÅÒ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ - ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

Ø : G → k; g → tr(g : V → V ):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ: G : G; g · g^′ = g g^′ g^{−1}. ïÒÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. çÒÕÐÐÁ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k_{Class}(G) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ Œ k É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. k_{Class}(G) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÊ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.4. Ø_V ∈ k_{Class}(G) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Ø_V (gg^′g^{−1}) = tr(gg^′g^{−1} : V → V ) = tr(g^{−1}gg^′ : V → V ) = Ø_V (g^′)

îÁÊÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : kG. üÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ g · e_g′ ≠ e_g′ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; g^′ ∈ G; g ≠ e. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, Ø_{kG}(g) = 0 ÄÌÑ g ≠ e. éÍÅÅÍ: e·e_g′ = e_g′ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g^′ ∈ G É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø_{kG}(e) = dim(kG) = |G|. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

Ø_{kG}(g) = { 0; ÅÓÌÉ g ≠ e; |G|; ÅÓÌÉ g = e:

úÁÄÁÞÁ 7.5. ðÕÓÔØ G : V; W - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ 1. Ø_{V ⊕W} = Ø_V + Ø_W , 2. Ø_{V ⊗W} = Ø_V Ø_W , 3. Ø_∧2_V (g) =^1_2 [Ø^2_V (g) − Ø_V (g^2)], 4. Ø_S2_V (g) =^1_2 [Ø^2_V (g) + Ø_V (g^2)], 5. Ø_S3_V (g) =^1_6 [Ø^3_V (g) + 2Ø_V (g^3) + 3Ø_V (g)Ø_V (g^2)], 6. Ø_V ∗ = Ø_V ; Ø_V^∗ = Ø_V , ÅÓÌÉ k = C , 7. Ø_V ∗ = Ø_V , ÅÓÌÉ k = R.

ðÕÓÔØ G : V - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

’ : ( 1 |G| ∑ g∈G g) : V → V:

úÁÄÁÞÁ 7.6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ V ÎÁ V^G. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

dim(V^G) = tr(’) = 1 |G| ∑ g∈G tr(g : V → V ) = 1 |G| ∑ g∈G Ø_V (g):

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ k = C . îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C_{Class} (G) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

(ff; fi) = 1 |G| ∑ g∈G ff(g)fi(g)

ìÅÍÍÁ 7.7. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ

(Ø_V ; Ø_W ) = { 1; ÅÓÌÉ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W ; 0; ÅÓÌÉ V ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(V; W ). éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ Hom(V; W )^G) ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÌÉÎÅÎÊÎÙÈ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. éÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

dim(Hom(V; W )^G) = { 1; ÅÓÌÉ V ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W ; 0; ÅÓÌÉ V ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ úÁÄÁÞÕ 7.6, ÉÍÅÅÍ:

dim(Hom(V; W )^G) = 1 |G| ∑ g∈G Ø_{Hom(V;W )}(g) = 1 |G| ∑ g∈G Ø_V ∗_{⊗W} (g) = 1 |G| ∑ g∈G Ø_V (g)Ø_W (g) = (Ø_W ; Ø_V ):

(ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Hom(V; W ) ≃ V^∗ ⊗ W ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.8. þÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉ- ÓÌÁ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.9. ðÕÓÔØ G : V - ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, V ≃ n_1V_1 ⊕ n_2V_2 ⊕ ::: - ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅ G-ÍÏÄÕÌÑ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ

1. n_i = (Ø_{Vi} ; Ø_V ), 2. (Ø_V ; Ø_V ) = n^2_1 + n^2 + :::.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ (ÜÔÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ (1)) É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G : V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (Ø_V ; Ø_V ) = 1 (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (2)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1) É ÓŒÏÊÓÔŒ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÏËÁÖÅÍ (1). éÍÅÅÍ:

(Ø_{Vi} ; Ø_V ) = (Ø_{Vi} ; Ø_{n1V1⊕n2 V2⊕:::}) = n_1(Ø_{Vi} ; Ø_{V1} ) + n_2(Ø_{Vi} ; Ø_{V2} ) + ::: = n_i:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 7.10. G-ÍÏÄÕÌØ C G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ:

C G = (dim(V_1))V_1 ⊕ (dim(V_2))V_2 ⊕ :::;

ÇÄÅ V_1; V_2; ::: - ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ G-ÍÏÄÕÌÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, |G| = (dim(V_1))^2 + (dim(V_2))^2 + ::::

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ V_i Œ G-ÍÏÄÕÌÅ C G ÒÁŒÎÁ (Ø_{Vi} ; C G) = 1 |G| ∑ g∈G Ø_{Vi} (g)Ø_{CG} (g) = 1 |G| Ø_{Vi} (e)|G| = dim(V_i):

ôÅÏÒÅÍÁ 7.11. þÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÒÁŒÎÏ ÞÉ- ÓÌÕ ÅÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C_{Class} G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ff ∈ C_{Class} (G). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (ff; Ø_V ) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : V , ÔÏ ff = 0. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ G : V ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ff;V} = ∑ g∈G ff(g)g : V → V:

ìÅÍÍÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ff;V} G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÍÅÅÍ:

ÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ff;V} G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ⇐⇒ g^′ ∘ ’_{ff;V} = ’_{ff;V} ∘ g^′ ∀g^′ ∈ G ⇐⇒ ∑ g∈G ff(g)g^′g = ∑ g∈G ff(g)gg^′ ∀g^′ ∈ G ⇐⇒ ∑ g∈G ff(g)g^′g − ∑ g^′∈G

ff(g^′g^{′′}(g^′)^{−1})g^′g^{′′} ∀g^′ ∈ G ⇐⇒ ∑ g∈G [ff(g) − ff(g^′g^{′′}(g^′)^{−1})]g^′g = 0 ∀g^′ ∈ G:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ff ∈ C_{Class} (G). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ff;V} G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ G-ÍÏÄÕÌØ V ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ’_{ff;V} = 0.

Proof. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_{ff;V} G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ, ’_{ff;V} = ˘ id. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ˘ = 0. éÍÅÅÍ: ˘ = 1 dim(V ) tr(’_{ff;V} : V → V ) = 1 dim(V ) tr(( ∑ g∈G ff(g)g) : V → V ) = 1 dim(V ) ∑ g∈G ff(g)Ø_V (g) = |G| dim(V )

(ff(g); Ø_V ∗ (g)) = 0:

éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ’_{ff;V} = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ G-ÍÏÄÕÌÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ G-ÍÏÄÕÌØ C G. éÍÅÅÍ:

’_{ff;V} (e_g′ ) = ∑ g∈G ff(g)ge_g′ = ∑ g∈G ff(g)e_{gg}′ = 0

ÄÌÑ ŒÓÅÈ g^′ ∈ G É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ff(g) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ff = 0.

äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÅÚÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÏŒ. œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÕËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ {Ø_{Vi} (g_j ) | g_j ∈ C_j }, ÇÄÅ V_1; V_2; ::: - ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ G-ÍÏÄÕÌÉ, C_1; C_2; ::: - ŒÓÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G.

8. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÕÓÔØ G - ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C G. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C G ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ C G ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: e_g ·e_g′ = e_{gg}′ . áÌÇÅÂÒÁ C G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

œÓÑËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G : V ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ C G : V ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÁË, ÞÔÏ ( ∑ g∈G a_ge_g)·v = ∑ g∈G a_g(g·v). ñÓÎÏ, ÞÔÏ É, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÏ- ŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G : V ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ÁÌÇÅÂÒ C G → GL(V ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(C G; C G)^G , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ - ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ G-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : C G → C G. üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ: ÅÓÌÉ ’_1; ’_2 ∈ Hom(C G; C G)^G , ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ’_1 ÎÁ ’_2 - ÜÔÏ ’_1 ∘ ’_2.

ðÕÓÔØ V_1; V_2; ::: - ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ G-ÍÏÄÕÌÅÊ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Mat_n ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ⊕Mat_{dim Vi} (ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÁÌÇÅÂÒ Mat_{dim V1} ; Mat_{dim V2} ; :::).

ôÅÏÒÅÍÁ 8.1. áÌÇÅÂÒÙ Hom(C G; C G)^G É ⊕Mat_{dim Vi} ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C G ËÁË G-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ⊕(V^{⊕ dim Vi}_i ). ðÕÓÔØ U_i - ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ dim(V_i)-ÍÅÒÎÙÊ G-ÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ G-ÍÏÄÕÌØ ⊕(V^{⊕ dim Vi}_i ) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ V_i ⊗ U_i É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, G-ÍÏÄÕÌØ C G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ⊕(V_i ⊗ U_i). éÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÁÌÇÅÂÒ:

Hom(C G; C G)^G ≃ Hom(⊕(V_i ⊗ U_i); ⊕(V_j ⊗ U_j ))^G ≃ ⊕Hom(V_i ⊗ U_i; V_j ⊗ U_j )^G ≃ ⊕((V_i ⊗ U_i)^∗ ⊗ (V_j ⊗ U_j ))^G ≃ ⊕(V^∗_i ⊗ V_j )^G ⊗ (U^∗_i ⊗ U_j ) ≃ ⊕(U^∗_i ⊗ U_i) ≃ ⊕Mat_{dim Ui} = ⊕Mat_{dim Vi} ÔÁË ËÁË

(V^∗_i ⊗ V_j )^G ≃ Hom(V_i; V_j )^G ≃ { C ÅÓÌÉ i = j; 0 ÅÓÌÉ i ≠ j ÐÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ.

äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ C G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r_a : C G → C G; b → ba:

úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ r_a ∈ Hom(C G; C G)^G .

éÍÅÅÍ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ fi : C G → Hom(C G; C G)^G ; a → r_a ("-ÁÎÔÉ" ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fi(ab) = fi(b)fi(a)).

ôÅÏÒÅÍÁ 8.3. fi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C G → C G ÅÓÔØ r_a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ C G. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÁÎÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ fi ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. éÍÅÅÍ: dim(C G) = |G|;

dim(Hom(C G; C G)^G ) = dim(⊕Mat_{dim(Vi)}) = ∑ (dim V_i)^2 = |G| É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, fi - ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.4. áÌÇÅÂÒÁ C G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ ⊕Mat_{dim Vi} .

9. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_n.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ - ÏÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ S_n (ÓÍ. ôÅÏÒÅÍÕ 9.3 ÎÉÖÅ).

òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n - ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n = ˘_1 + ˘_2 + :::, ÇÄÅ ˘_1 ≥ ˘_2 ≥ ::: ≥ 0. òÁÚ- ÂÉÅÎÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÅËÔÏÒ ˘ = (˘_1; ˘_2; :::) ∈ Z^∞ (ÞÁÓÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ). òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏÔ ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (4; 3; 1):

åÓÌÉ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÚÅÒËÁÌØÎÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ, ÔÏ ÓÎÏŒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÀÔ ~˘ É ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ˘ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÒÁÚÉŒ

ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (3; 2; 2; 1):

éÍÅÅÍ: ~˘ = (~˘_1; ~˘_2; :::), ÇÄÅ ~˘_i = |{j | ˘_j ≥ i}|. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ˘ ¿ fl ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘_1 = fl_1, ... , ˘_{i−1} = fl_{i−1}, ˘_i ¿ fl_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i.

ìÅÍÍÁ 9.1. þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÞÉ- ÓÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÕËÁÖÅÍ ÑŒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÌÁ n É ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_n. á ÉÍÅÎÎÏ: ŒÓÑ- ËÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (˘_1; ˘_2; :::) ÞÉÓÌÁ n ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÏ- ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÎ ˘_1; ˘_2; :::.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘ ÞÉÓÌÁ n É ÚÁÐÏÌÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÙ àÎÇÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; :::; n. ôÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ àÎÇÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÒÉÓÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÛÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÒÁÚÂÉ- ÅÎÉÑ (4; 3; 1) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

1 2 3 4 5 6 7 8 çÒÕÐÐÁ S_n ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁÂÌÉÃ àÎÇÁ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ àÎÇÁ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘ ÞÉÓÌÁ n É ÐÕÓÔØ ~ - ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÁ- ÂÌÉÃÁ àÎÇÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÇÒÕÐÐÙ S_n:

P_� = {g ∈ S_n | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ~}; Q_� = {g ∈ S_n | g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÔÏÌÂÃÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ~}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, P_� ∩ Q_� = {e} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ S_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ g = pq, ÇÄÅ p ∈ P_�; q ∈ Q_�.

úÁÄÁÞÁ 9.2. g =∈ P_�Q_� ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ j_1; j_2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ~ É Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ g · ~.

ðÏÌÏÖÉÍ

a_� = ∑ p∈P_�

e_p; b_� = ∑ q∈Q_�

sgn(g)e_q;

c_� = a_�b_� = ∑ p∈P_�; q∈Q_�

sgn(q)e_{pq}

(c_� ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ),

V_� = C S_n · c_�:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n : C S_n. ïÞÅŒÉÄÎÏ, S_n · V_� = V_�.

îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ - ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.3. (1) V_� ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ S_n-ÍÏÄÕÌÅÍ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ ~, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ n.

(2) œÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ S_n-ÍÏÄÕÌØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V_� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ ~, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÞÉÓÌÁ n.

(3) åÓÌÉ ~; ` - ÔÁÂÌÉÃÙ àÎÇÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ˘; fl ÞÉÓÌÁ n, ÔÏ V_� ≃ V_� ⇔ ˘ = fl.

óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ Ï ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_�; b_� É c_�.

ìÅÍÍÁ 9.4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ p ∈ P_�, q ∈ Q_� ÉÍÅÅÍ: (1) e_pa_� = a_�e_p = a_�, (2) (sgn(q)e_q)b_� = b_�(sgn(q)e_q) = b_�, (3) e_pc_�(sgn(q)e_q) = c_�.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) É (2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ, Á (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1) É (2).

ìÅÍÍÁ 9.5. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ~c ∈ C S_n, e_p ~c sgn(q)e_q = ~c ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p ∈ P_�, q ∈ Q_�, ÔÏÇÄÁ ~c = tc_�, ÇÄÅ t ∈ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ~c = ∑ m_ge_g. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ C (1) m_{pq} = sgn(q)t ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ P_�, q ∈ Q_�, (2) m_g = 0, ÅÓÌÉ g =∈ P_�Q_�.

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ìÅÍÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ∈ P_�, q ∈ Q_�: ∑ g∈G m_ge_g = e_p( ∑ g∈G m_ge_g)sgn(q)e_q = ∑ g∈G sgn(q)m_ge_{pgq} = ∑ g^′∈G

sgn(q)m_p−1_g′_q−1 e_g′

É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

m_g = sgn(q)m_p−1_g′_q−1 :

(9.1)

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ (9.1) g = pq, ÐÏÌÕÞÁÅÍ m_{pq} = sgn(q)m_e = sgn(q)t, ÇÄÅ t = m_e. üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ (1). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (2) ŒÏÚØÍÅÍ j_1; j_2 ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÔÁÂÌÉÃÙ~ É ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ g · ~ (ÓÍ. úÁÄÁÞÕ 9.2) ðÕÓÔØ q^′ ∈ S_n - ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ j_1 É j_2. ôÏÇÄÁ q^′ ∈ Q_�, sgn(q^′) = −1, p^′ = gqg^{−1} ∈ P_�. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p^′gq = g, m_g = (−1)m_p′_{gq}′ = −m_g (ÓÍ. (9.1)) É, ÚÎÁÞÉÔ, m_g = 0.

ìÅÍÍÁ 9.6. (1) ðÕÓÔØ ˘ ¿ fl, ÔÏÇÄÁ a_�xb_� = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ C S_n (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

˘ ¿ fl ⇒ c_�c_� = 0).

(2) ðÕÓÔØ x ∈ C S_n, ÔÏÇÄÁ c_�xc_� = tc_�, ÇÄÅ t ∈ C (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: c_�c_� = n_�c_�, ÇÄÅ n_� ∈ C ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ x = e_g, ÇÄÅ g ∈ S_n. ðÕÓÔØ ` - ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ fl. ôÁË ËÁË ˘ ¿ fl, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ j_1, j_2, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ~ É Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÔÁÂÌÉÃÙ g · `. ðÕÓÔØ s ∈ S_n - ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ j_1 É j_2. éÍÅÅÍ: a_�e_s = a_�, e_se_gb_� = −e_gb_� (ÔÁË ËÁË s ∈ P_�, É s ∈ Q_{g·�}) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a_�e_gb_� = (a_�e_s)(e_se_gb_�) = −a_�e_gb_� É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a_�e_gb_� = 0.

(2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ìÅÍÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ôÅÏÒÅÍÙ 9.3. (1). ðÕÓÔØ W ⊂ V_� - S_n-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ. ôÏÇÄÁ c_�W ⊂ c_�V_� ⊂ C c_� (ÓÍ. ìÅÍÍÕ 9.6). åÓÌÉ c_�W = C c_� , ÔÏ V_� = C S_nc_� = C S_nc_�W ⊂ W É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W = V_�. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ W - ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ S_n-ÐÏÄÍÏÄÕÌØ ÍÏÄÕÌÑ V_�, ÔÏ c_�W = 0. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ W ·W ⊂ C S_n·c_�W = 0. ðÕÓÔØ ’ : C S_n → C S_n - ÐÒÏÅËÔÏÒ ÎÁ W . ôÏÇÄÁ ’ ∈ Hom(C S_n; C S_n)^{Sn} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ’ = r_a : C S_n → C S_n, r_a(b) = ba ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ C S_n (ÓÍ. ôÅÏÒÅÍÕ 8.3). éÍÅÅÍ: a = r_a(e_e) ∈ W , W = ’(C S_n) = ’^2(C S_n) = C S_n · a · a = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÉÊ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ S_n- ÍÏÄÕÌÑ V_� ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ V_� - ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ S_n-ÍÏÄÕÌØ.

(2) "⇐". íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ˘ ¿ fl. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ c_�V_� = C c_� . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, c_�V_� = c_�C S_nc_� = 0 (ìÅÍÍÁ 9.6) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_� ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ V_�.

(2) "⇒" É (3) ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ìÅÍÍÙ 9.1 É 7.11.

10. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ S_n, 2 ≤ n ≤ 4.

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÑŒÎÏ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ S_n, 2 ≤ n ≤ 4 É ÕËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÎÉÈ ÔÁÂÌÉÃÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ.

üÌÅÍÅÎÔÙ (1; 2), (2; 3), ... , (n−1; n) ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÇÒÕÐÐÕ S_n (ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ëÏËÓÔÅÒÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n : V , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁË ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ëÏËÓÔÅÒÁ.

õ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÅÓÔØ 2 ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ 1):

1 : S_n → GL(1); g → 1

É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ:

sgn : S_n → GL(1); g → sgn(g):

õ ÇÒÕÐÐÙ S_2 ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: 1 É sgn. ôÁÂÌÉÃÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_2 ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

1 sgn |C_i| e 1 1 1 (12) 1 −1 1

õ ÇÒÕÐÐÙ S_3, ËÒÏÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ 1 É sgn, ÅÓÔØ ÅÝÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

ff_2((12)) = ( −1 1 0 1 ) ; ff_2((23)) = ( 1 0 1 −1 ) : îÁÈÏÄÉÍ:

ff_2((123)) = ff_2((12))ff_2((23)) = ( 0 −1 1 −1 )

É ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_3: 1 sgn ff_2 |C_i| e 1 1 2 1 (12) 1 −1 0 3 (123) 1 1 −1 2 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ S_4. ëÒÏÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ 1 É sgn, Õ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÅÓÔØ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ:

fi_2((12)) = ( −1 1 0 1 ) ; fi_2((23)) = ( 1 0 1 −1 ) ; fi_2((34)) = ( −1 1 0 1 ) : üÔÏ 2-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: fi_2 = ff_2 ∘ æ, ÇÄÅ æ : S_4 → S_3; (12) → (12); (23) → (23); (34) → (12) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÑÄÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔŒÅÒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ëÌÅÊÎÁ H = {e; (12)(34); (13)(24); (14)(23)} ⊂ S_4:

äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ 2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ 3-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: fi_3, ÇÄÅ

fi_3((12)) =

0 1 0 1 0 0 0 0 1

; fi_3((23)) =

1 0 0 0 0 1 0 1 0

; fi_3((34)) =

0 −1 0 −1 0 0 0 0 1 É fi_3 ⊗ sgn. îÁÈÏÄÉÍ:

fi_3((123)) = fi_3((12))fi_3((23)) =

0 0 1 1 0 0 0 1 0 ;

fi_3((12)(34)) = fi_3((12))fi_3((34)) =

−1 0 0 0 −1 0 0 0 1 ;

fi_3((1234)) = fi_3((123))fi_3((34)) =

0 0 1 0 −1 0 −1 0 0 : éÚ ÜÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÇÒÕÐÐÙ S_4: 1 sgn fi_2 fi_3 fi_3 ⊗ sgn |C_i| e 1 1 2 3 3 1 (12) 1 -1 0 1 -1 6 (123) 1 1 -1 0 0 8 (12)(34) 1 1 2 -1 -1 3 (1234) 1 -1 0 -1 1 6