úÁÎÑÔÉÅ 4. 27.09.01 ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ (e_1; : : : ; e_p) É (f_1; : : : ; f_q). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ p = q.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÁÔÒÉÃÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ F : L → M | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. íÁÔÒÉÃÅÊ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; : : : ; e_n), (f_1; : : : ; f_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a_{ij} | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ F (e_j ) = a_{1j} f_1 + a_{2j} f_2 + · · · + a_{mj} f_m:

üÌÅÍÅÎÔ a_{ij} ÌÅÖÉÔ Œ ÓÔÒÏËÅ ÎÏÍÅÒ i É ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÏÍÅÒ j.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ F_1 : L → M É F_2 : M → N | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, É (e_1; : : : ; e_n), (f_1; : : : ; f_m), (h_1; : : : ; h_p) | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ L, M, N ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ A, B, C | ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ F_1, F_2 É F_2 ∘ F_1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; : : : ; e_n), (f_1; : : : ; f_m); (f_1; : : : ; f_m), (h_1; : : : ; h_p); (e_1; : : : ; e_n) (h_1; : : : ; h_p). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C = BA.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ L | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É F : L → L | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L ÎÁ ÓÅÂÑ. 2. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. Ô.Å. ÏÂÒÁÚ F ÒÁŒÅÎ L. 3. ïÐÅÒÁÔÏÒ F ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ. Ô.Å. ÅÓÌÉ x_1 ≠ x_2 ÔÏ F (x_1) ≠ F (x_2). 4. ker F = {0}.

5. F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÂÁÚÉÓ Œ ÂÁÚÉÓ. 6. F ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ ÓÎÏŒÁ Œ ÂÁÚÉÓ.

7. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. 8. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÂÁÚÉÓÏŒ ÍÁÔÒÉÃÁ F ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ. ðÕÓÔØ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ b(e_1; : : : ; e_n) É b^′(e^′_1; : : : ; e^′_n). íÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ b Ë ÂÁÚÉÓÕ b^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ C(b; b^′) ÒÁÚÍÅÒÁ n × n, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ e^′_j = c_{ij}e_1 + · · · + c_{nj} e_n. üÌÅÍÅÎÔ c_{ij} ÌÅÖÉÔ Œ ÓÔÒÏËÅ ÎÏÍÅÒ i É ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÏÍÅÒ j.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (e^′_1; : : : ; e^′_n) = (e_1; : : : ; e_n)C(b; b^′);

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÎÏŒÏÍ É ÓÔÁÒÏÍ ÂÁÚÉÓÁÈ ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ‖ ‖ ‖ ‖ x_1 ::: x_n

‖ ‖ ‖ ‖ = C(b; b^′) ‖ ‖ ‖ ‖ x^′_1 ::: x^′_n

‖ ‖ ‖ ‖ :

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : L → L ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É (e_1; : : : ; e_n) | ÂÁÚÉÓ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; : : : ; e_n), (e_1; : : : ; e_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ (e_1; : : : ; e_n) Ë ÂÁÚÉÓÕ (F e_1; : : : ; F e_n). îÁÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÜÔÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; : : : ; e_n), (F e_1; : : : ; F e_n). úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ŒÅËÔÏÒÙ e_1; : : : ; e_n É x ÚÁÄÁÎÙ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ:

Á) e_1 = (1; 1; 1); e_2 = (1; 1; 2); e_3 = (1; 2; 3); x = (6; 9; 14).

Â) e_1 = (1; 2; −1; −2); e_2 = (2; 3; 0; −1); e_3 = (1; 2; 1; 4); e_4 = (1; 3; −1; 0); x = (7; 14; −1; 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (e_1; : : : ; e_n) | ÂÁÚÉÓ Œ R^n É ÎÁÊÄÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ Œ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ:

a) S = ( (1; 2; 1); (2; 3; 3); (3; 8; 2) ) , S^′ = ( (3; 5; 8); (5; 14; 13); (1; 9; 2) ) . Â) S = ( (1; 1; 1; 1); (1; 2; 1; 1); (1; 1; 2; 1); (1; 3; 2; 3) ) , S^′ = ( (1; 0; 3; 3); (−2; −3; −5; −4); (2; 2; 5; 4); (−2; −3; −4; −4) ) . úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ Œ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L ÚÁÄÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ E(e_1; : : : ; e_n), F (f_1; : : : ; f_n) É H(h_1; : : : ; h_n). äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ C(E; F )C(F; H) = C(E; H).

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V → W Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; e_2; e_3) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V É (f_1; f_2) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

W ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉÃÕ ‖ ‖ 0 1 2 3 4 5 ‖ ‖. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F Œ ÂÁÚÉÓÁÈ (e_1; e_1 + e_2; e_1 + e_2 + e_3) É (f_1; f_1 + f_2).

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÙ f_1; : : : ; f_n ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ a_1; : : : ; a_n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ det ‖f_i(a_j )‖ ≠ 0.

úÁÄÁÞÁ 11. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ K, ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÂÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ:

1. œÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ.

2. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. 3. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. 4. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. 5. œÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. 6. íÁÔÒÉÃÙ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ ÎÏÌØ. 7. îÕÌÅŒÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. 8. åÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ.

9. íÁÔÒÉÃÙ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ R^∞ | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ Œ R^∞ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ:

1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. 2. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. 3. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

4. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 1.

5. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ: ∀” ¿ 0 ∃N ∈ N : ∀n_1; n_2 ¿ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ |x_{n1} −x_{n2} | ¡ ”. 6. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÀ çÉÌØÂÅÒÔÁ: ÒÑÄ ∑_∞ i=0 |x_i|^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ L_1 É L_2 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ:

1. L_1 ∩ L_2; 2. L_1 ∪ L_2; 3. L_1 + L_2?

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ L_1 É L_2 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

1. åÓÌÉ L_1 ⊆ L_2, ÔÏ dim L_1 ⩽ dim L_2, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ L_1 = L_2. 2. åÓÌÉ dim(L_1 + L_2) = 1 + dim(L_1 ∩ L_2), ÔÏ ÓÕÍÍÁ L_1 + L_2 ÒÁŒÎÁ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ | ÄÒÕÇÏÍÕ.

úÁÄÁÞÁ 15. ðÕÓÔØ F | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

1. ïÂÒÁÚ A(L) É ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ A^{−1}(L) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ V . 2. åÓÌÉ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ É ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ, ÔÏ dim A(L) = dim A^{−1}(L) = dim L.

úÁÄÁÞÁ 16. ðÕÓÔØ F : L_1 → L_2 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ker F É Im F ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ Œ L_1 É L_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim ker F + dim Im F = dim L_1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ L^′ ⊆ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : L → L, ÅÓÌÉ Ax ∈ L^′ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ L^′. (A(L^′) ⊆ L^′).

úÁÄÁÞÁ 17. åÓÌÉ L = L^′ ⊕ L^{′′} É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L^′ É L^{′′} ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÔÏ A(L) = A(L^′) ⊕ A(L^{′′}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ L | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L×L → R ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ⟨x; y⟩ = ⟨y; x⟩ 2. äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ: ⟨x_1 + x_2; y⟩ = ⟨x_1; y⟩ + ⟨x_2; y⟩ 3. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ: ⟨ffx; y⟩ = ff ⟨x; y⟩. 4. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌ-ÅÎÎÏÓÔØ: ⟨x; x⟩ ⩾ 0. 5. îÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ⟨x; x⟩ = 0, ÔÏ x = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ åŒËÌÉÄÏŒÙÍ. úÁÄÁÞÁ 18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (x; y) = x_1y_1+: : :+x_ny_n Œ R^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 19. ðÕÓÔØ Œ åŒËÌÉÄÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ a_1; : : : ; a_k, ÔÏ ÅÓÔØ ⟨a_i; a_j ⟩ = 0 ÐÒÉ i ≠ j. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÅ ÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. úÁÄÁÞÁ 20. ðÕÓÔØ S ⊂ V | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L^⊥ = {v|v ∈ V; ∀ x ∈ S ⟨v; x⟩ = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ V . ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Ë S. úÁÄÁÞÁ 21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (S^⊥)^⊥ = ⟨S⟩, ÇÄÅ ⟨S⟩ | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. úÁÄÁÞÁ 22. ðÕÓÔØ L | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ åŒËÌÉÄÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = L⊕L^⊥ É L = (L^⊥)^⊥.