çÒÕÐÐÁ ŒÙÞÅÔÏŒ mod n É ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ 4 ÏËÔÑÂÒÑ 2001

0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Z_n = ⊕Z_p^ai_i , ÅÓÌÉ n = ˝p^{ai}_i .

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ’ (n) É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Z^∗_n ËÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ mod n

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ |Z_n|^∗ = ’ (n).

2. åÓÌÉ n = ˝p^{ai}_i , ÔÏ Z^∗_n = ˝Z^∗_pa_i (ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ) 3. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÏÅ p ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ Z^∗_pa | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÁ Z^∗_8? òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÇÒÕÐÐÕ Z^∗_8 Œ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ.

ðÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ

4Á. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ − ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. 4Â. ðÕÓÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ x ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ pq, ÇÄÅ p É q ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ u É v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

x = uv = vu; u^p = e; v^q = e:

ïÐÒ. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÉÄÁ ( ff_1 ff_2 : : : ff_{k−1} ff_k fi_1 : : : fi_{n−k} ff_2 ff_3 : : : ff_k ff_1 fi_1 : : : fi_{n−k} )

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ k-ÞÌÅÎÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ ÉÌÉ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ k É ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÔÁË: (ff_1; ff_2; : : : ; ff_k). ïÐÒ. äŒÁ ÃÉËÌÁ (ff_1; : : : ; ff_k), (fi_1; : : : ; fi_l) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {ff_1; : : : ; ff_k}, {fi_1; : : : ; fi_l} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ. 6. ðÕÓÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ u ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÃÉËÌÏŒ, v | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ. äÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÃÉËÌÁÈ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ u, ÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÚÁÍÅÎÕ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁË, ËÁË ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ v, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ vuv^{−1}.

7. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ S_n, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ Ó ÃÉËÌÏÍ (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n), ÇÄÅ ff_1; ff_2; : : : ; ff_n | ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n.

8. ïÐÉÓÁÔØ ÇÒÕÐÐÕ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÞÅÔŒÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

9. îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ŒÓÅÈ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ.

10. ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ ˘ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÃÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

1) îÁÊÔÉ ÇÒÕÐÐÕ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ˘.

2) ïÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ ÓÁÍÏÓÏŒÍÅÝÅÎÉÊ ˘.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ pq, ÇÄÅ p É q | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. 12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_4. 13. åÓÌÉ ord x = n; ord y = m, É xy = yx, ÔÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÒÑÄËÁ îïë (m; n). 14. ðÕÓÔØ G ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÄÏÍ ⟨ g_1; g_2; g_3| 2g_1 + 2g_2 + 3g_3 = 0; 3g_1 − 6g_2 = 0⟩. ðÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ G Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÎÇ ÇÒÕÐÐÙ G.

üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ É ËÏÌØÃÏÍ Z

15. ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅ- ÐÏÞËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ V ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ. 16. ðÕÓÔØ G | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÒÁÎÇÁ n Ó ÂÁÚÉÓÏÍ g = {g_1; : : : ; g_n}. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÅÐÏÞËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÄ Z

Á) g_i ↔ g_j ; i ¡ j Â) g_i → g_i + mg_j; m ∈ Z; i ≠ j Œ) g_i → −g_i ÍÏÖÎÏ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ g ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÇÒÕÐÐÙ G (ËÏÒÏÞÅ: ÌÀÂÕÀ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ- ÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ±1 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÎÁÄ ZÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ).

17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (ÎÁÄ Z) ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ ŒÉÄÕ diag (d_{11} : : : d_{rr}; 0 : : :0). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ d_{11}| d_{22}| d_{33}| : : :| d_{rr}.