ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ. 25 ÏËÔÑÂÒÑ

1. ðÕÓÔØ R | ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ p ∈ R | ÐÒÏÓÔÏÊ (ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÊ) ÜÌÅÍÅÎÔ É p ÄÅÌÉÔ ab, ÔÏ p ÄÅÌÉÔ a ÉÌÉ b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ R ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (5) Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÎÅ ÐÒÏÓÔ.

Â) ðÕÓÔØ p = 4k + 3 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (p) Œ ËÏÌØÃÅ Z[i] ÐÒÏÓÔ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ (ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ) ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ.

5. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ⩾ 2 ËÏÌØÃÏ K[x_1; : : : ; x_n] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z[x] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

7. ðÕÓÔØ A | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, K | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ, f(x) = a_nx^n +· · ·+a_0 | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ⩾ 1 Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ A, p ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a_n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, a_i ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ¡ n É a_0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^2, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K (ÐÒÉÚÎÁË üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ).

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^{p−1} + x^{p−2} + · · · + x + 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ Q.

9. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^p − x − 1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^p − x − a, ÇÄÅ a ≢ 0 (mod p), ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_p .

10. (ëÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ) ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, I_1, : : : I_n | ÉÄÅÁÌÙ Œ A, ÐÒÉÞčÍ I_i + I_j = A ÐÒÉ i ≠ j.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x_1, : : : , x_n ËÏÌØÃÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x − x_i ∈ I_i.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A= ⋂ I_i ∼= ∏ A=I_i.

áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ K ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : K → K.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ. (œÏÓÐÏÌØÚÕÊ- ÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ x ⩾ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x = t^2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ R.)

13. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÅÊ Q( √ 2) É Q(^3 √ 2). 14. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÑ C .

15. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÌÑ C , ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÎÁ R ⊂ C .

16. Á) ðÕÓÔØ ff É fi | ËÏÒÎÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ C , ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ff Œ fi.

Â) ðÕÓÔØ ff É fi | ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ C , ÐÅÒÅŒÏ- ÄÑÝÉÊ ff Œ fi.