CÐÉÓÏË ÚÁÄÁÞ ÐÏ ËÕÒÓÕ \ëÏÎÅÞÎÙÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ".

1. Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ É ÚÁÄÁÎÉÑ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ ËÏÌØÃÁ/ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÎÅÊ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÑ S^{−1}R ËÏÌØÃÁ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ- ÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ (ÄÁÌÅÅ | ëð) R-ÍÏÄÕÌÅÍ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R → S^{−1}R ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ëð ÓŒÏ- ÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ.

2. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ Hom’ÏŒ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ Ext^i :

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ ëð ÍÏÄÕÌÅÊ M ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^{−1} Hom_R(M; N) → Hom_S−1_R(S^{−1}M; S^{−1}N) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ É ÎÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p_1; : : : ; p_n | ÐÒÏÓÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ, I ⊂ R | ÉÄÅÁÌ, f ∈ R É f + I ⊂ ⋃ i p_i; ÔÏ ∃i f + I ⊂ p_i:

4. Á) ðÕÓÔØ R ÎÅÔÅÒÏŒÏ, M | ëð, N | R-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Ass Hom(M; N) = Supp M ∩ Ass N:

Â) ðÕÓÔØ M=N_1; M=N_2 | p-ËÏÐÒÉÍÁÒÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ M=(N_1∩ N_2) | p-ËÏÐÒÉÍÁÒÅÎ.

Œ) ðÕÓÔØ 0 = N_1 ∩ · · · ∩ N_s ⊂ M; M=N_i | ËÏÐÒÉÍÁÒÎÙ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N_i ÎÅ ÒÁŒÎÏ 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Ass M = ⋃ Ass M=N_i :

5. Á) ðÕÓÔØ R ÎÅÔÅÒÏŒÏ, M; N | ëð R-ÍÏÄÕÌÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

min{i| Ext^i_R(M; N) ≠ 0} = depth(ann M; N):

Â) œ ËÏÒÏÔËÏÊ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → M → N → P → 0 ÄÁÊÔÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÇÌÕÂÉÎÕ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ (ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I).

6. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ËÏÌØÃÁ (R = ⨁ i⩾0 R_i | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, R_i · R_j ⊂ R_{i+j} ;

R_0 | ÐÏÌÅ) É ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÍÏÄÕÌÉ ÎÁÄ ÎÉÍÉ (M = ⨁ i∈ZM_i | ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, R_iM_j ⊂ M_{i+j} ). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ’(M_i) ⊂ N_i). òÏÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔ ÉÄÅÁÌ R_+ := ⨁ i¿0 R_i: îÁ ÍÏÄÕÌÑÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÄŒÉÇÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ: M[k]_i := M_{i+k} : óŒÏÂÏÄÎÙÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÍÏÄÕÌØ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ⨁ i R[k_i]: äÌÑ ëð ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔ. 7. Á) ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÉÄÅÁÌÙ æÉÔÔÉÎÇÁ Z-ÍÏÄÕÌÑ Z=2⊕Z=3⊕Z=4⊕Z=5⊕Z=6:

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ëð ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ æÉÔÔÉÎÇÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÁ. åÓÌÉ œÙ ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÔÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÄÒÕÇÉÍÉ ÄÅÄÅËÉÎÄÏŒÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ. 8. ðÕÓÔØ ÍÏÄÕÌØ M ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ R^{n ’}−→ R^n → M → 0 Ó ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ’; É det ’ | ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌØ 0: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ann M = (Fitt_0(M) : Fitt_1(M))

(ÞÁÓÔÎÏÅ ÉÄÅÁÌÏŒ (I : J) | ÜÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ {x ∈ R|xJ ⊂ I}). 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ ëð ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ R 0 → F_s → · · · → F_1 → F_0

ÔÏÞÅÎ ÐÏÓÌÅ ÌÏËÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ p Ó depth(p_p; R_p) ¡ s; ÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ.

10. ðÕÓÔØ R | ÎčÔÅÒÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p (ÔÏ ÅÓÔØ p1 = 0 Œ R), I | ÉÄÅÁÌ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Œ R; I^{[pn]} | ÉÄÅ- ÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ p^nÍÉ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ I: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pd R=I = pd R=I^{[pn]}:

11. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ √ Fitt_j (M) = √ ann ⋀_{j+1} M : Â) (ìÅÍÍÁ ðÅÓËÉÎÁ-óÐÉÒÏ ÏÂ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÉ.) ðÕÓÔØ

0 → L_k → · · · → L_1 → L_0 |

ËÏÍÐÌÅËÓ ëð ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, depth(m; L_i) ⩾ i É ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÉÍÅÀÔ ÇÌÕÂÉÎÕ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÞÅÎ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÔÏÞÎÏÓÔÉ âÕËÓÂÁÕÍÁáÊÚÅÎÂÕÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓ F ⊗ M ÔÏÞÅÎ, ÔÏ I_{rj+1}(’_j ) ⊂ ann M: 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÂÒÙŒÁ ÕÂÙ- ŒÁÀÝÉÈ ÃÅÐÏÞÅË ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

13. Á) éÄÅÁÌ I_k(’) ⊂ k[x_{11}; : : : ; x_{mn}] ÄÌÑ ’ = (x_{ij} ) ÚÁÄÁčÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ m × n-ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ ÍÅÎÅÅ k: ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÅÇÏ ËÏÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀ- ÄÁ, ÞÔÏ √ I_k(’) ÐÒÏÓÔ.

14. ðÕÓÔØ F | ëð ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ R-ÍÏÄÕÌØ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ¸ : F → R ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ´_¸ ÁÌÇÅÂÒÙ ⋀ F ÓÔÅÐÅÎÉ −1 (ÔÏ ÅÓÔØ

´_¸ : i⋀ F → i−1⋀ F; ´_¸|^⋀1_F = ¸; ´_¸(a ∧ b) = (´_¸a) ∧ b + (−1)^{deg a}a ∧ (´_¸b)

ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ a; b) É ÞÔÏ ´^2_¸ = 0:

15. äÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ F; G ŒÙÂÅÒÉÔÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÁ éÇÏÎÁ-îÏÒËÏÔÔÁ ÓÔÅÐÅÎÉ k; 0 ⩽ k ⩽ f − g; É ŒÙÐÉÛÉÔÅ Œ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏŒ.

16. Á) ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ J Œ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ R ÐÏÒÏÖÄčÎ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (x_1; : : : ; x_r): ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ pd R=J^m = r ÄÌÑ m ⩾ 1: õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ Ó m ÓÔÒÏËÁÍÉ

x_1 x_2 : : : x_r 0 0 x_1 : : : x_{r−1} x_r : : :

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 x_1 : : : x_r :

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÁ E{N) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ depth I_g(’) = f − g + 1 ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ depth I_{g−1}(’) ⩾ f − g + 2: 17. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ôð F → G → M → 0 ÄÁčÔ ôð

F ⊗ S(G) → S(G) → S(M) → 0:

18. ðÕÓÔØ M | ëð ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ R; É pd M = depth(ann M; R): ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ M (Œ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÔÏÞÎÏÓÔÉ) ŒÓÅ I_{rj} (’_j ) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ÒÁÄÉËÁÌ Ó ann M: 19. Á) ðÕÓÔØ M | ëð ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ R; I = (x_1; : : : ; x_n) | ÉÄÅÁÌ, F = R^n; ¸ : F → R; e_i → x_i: ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

depth(I; M) = n − max{i|H_i( (⋀ F; ´_¸ ) ⊗ M) ≠ 0}:

Â) äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ M ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁčÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÕÂÉÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ.

20. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ g ⩾ 2 ËÏÍÐÌÅËÓ éÇÏÎÁ-îÏÒËÏÔÔÁ C_i; i ⩽ −2; ÔÏÞÅÎ ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ⇐⇒ I_g(’) = R:

21. ðÕÓÔØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’ : F → G ëð ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÎÇÏŒ f; g ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ R É depth I_g(’) = f − g + 1: ïÐÉÛÉÔÅ (Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ’^∗) ÍÏÄÕÌØ, ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ C_{−1}; É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I_g(’) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÇÏ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÅ. 22. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M | ëð ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ, N | ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ S-ÍÏÄÕÌØ, ÔÏ Homgr(M; N) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÇÏ- ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ M Œ N ËÁË S-ÍÏÄÕÌÅÊ ÂÅÚ ÕÞčÔÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÉ.

Â) îÁÊÄÉÔÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ ÐÏÌÑ ŒÙÞÅÔÏŒ k= S=S_+ :

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ reg N = max{n|N_n ≠ 0} ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉ- ÎÙ. 23. ðÒÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ Zb_{ij} = 0 ÐÒÉ j ≠ i + n:

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅÚÏÌØ- ŒÅÎÔÏÊ ⇐⇒ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ k[−n]^m:

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ Œ S; ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ⇐⇒ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ reg M ⩽ m ⇐⇒ ⨁ n⩾m M_n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ.

24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S = ⨁ n∈Z`(O_Pr (n)):

25. (æÏÒÍÕÌÁ áÕÓÌÅÎÄÅÒÁ-âÕËÓÂÁÕÍÁ.) äÏËÁÖÉÔÅ (ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÓÉÚÉÇÉÑÈ), ÞÔÏ ÄÌÑ ëð ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ S-ÍÏÄÕÌÑ M

pd M + depth(S_+; M) = r + 1:

26. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ P^r ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ)

0 → ˙^1 → `(O(1)) ⊗_kO(−1) → O → 0:

Â) ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u É ÔÏÞÎÏÓÔØ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ âÅÊÌÉÎÓÏÎÁ Œ ËÁÒÔÅ {x_0y_1 ≠ 0}:

27. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÓŒÑÚÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ X ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÄÉŒÉÚÏÒÁ D h^0(D) ⩽ deg D + 1 É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ D = 0 ÉÌÉ X = P^1:

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X | ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÁÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÁÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P^r; ÔÏ d ⩾ r, É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍ-ËÒÉŒÏÊ.

28. ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÎÉÇÉ èÁÒÔÓÈÏÒÎÁ "áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ" (ÏÓÏ- ÂÅÎÎÏ ÇÌ. 3 §8) ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÏ ÐÒÑÍÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÐÕÞËÏŒ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ: ÐÕÓÔØ F | ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞÏË ÎÁ X; G | ÎÁ Y; pr_i | ÐÒÏÅËÃÉÉ X × Y ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏÇÄÁ

R^ipr_{1∗}(pr^∗_1F ⊗ pr^∗_2G) = F ⊗_kH^i(Y; G):

29. Á) ïÐÉÛÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÄÅÁÌÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍ- ËÒÉŒÏÊ. õËÁÚÁÎÉÅ: Åč ÉÄÅÁÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ 2 × 2-ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (x_0; x_1) Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍ ËÏÏÒÄ. ËÏÌØÃÅ ËÒÉŒÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÐÏÄÓÈÅÍÕ ÄÌÉÎÙ r − 1 ÎÁ ËÒÉŒÏÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÑÄÒÕ ÜÔÏÊ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ. ïÐÉÛÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÄÅÁÌÁ r − 1 ÔÏÞËÉ ÎÁ ÎÏÒÍ- ËÒÉŒÏÊ.

30. äÏËÁÖÉÔÅ. ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n = n(d; r) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ) n ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÉŒÅÄ. ÎÅÐÒÉŒÏÄ. ÎÅŒÙÒÏÖÄ. ËÒÉŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ d Œ P^r ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ ÉÄÅÁÌÁ ËÒÉŒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÔÔÉ ÉÄÅÁÌÁ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË (ÎÏ ÇÄÅ Õ ËÒÉŒÏÊ ÎÕÌÉ, ÔÁÍ Õ ÔÏÞÅË ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÎÕÌÉ).

31. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÄÌÉÎÙ 0 | ÜÔÏ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÎÅ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 0.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÏÒÅÎÛÔÅÊÎÏŒ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 (Œ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÉÌÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ËÏÌØÃÅ) ÐÏÒÏÖÄčÎ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ (ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÇÏÄÉÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÁ 3 ÉÌÉ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ Ó/Ë å. ó. çÏÌÏÄÁ).

Œ) ëÁËÏŒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÎÏÎÉ- ÞÅÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ 4?

32. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎ- ÔÅ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ ÐÏ ÇÏÒÅÎÛÔÅÊÎÏŒÕ ÉÄÅÁÌÕ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏ. õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÌÅÖÉÔ Œ F_0 = R; ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ √ I_{2m−1}(’) = √ I_{2m}(’):

34. (ëÏÍÐÌÅËÓ çÀÌÌÉËÓÅÎÁ-îÅÇÁÒÄÁ (Gulliksen, Negard).) ðÕÓÔØ F; G | ÄŒÁ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ R-ÍÏÄÕÌÑ ÒÁÎÇÁ n; ’ : F → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ

0 → Hom( n⋀ G; n⋀ F )^{d4}−→ Hom(G; F )^{a→(a’;’a)} −−−−−−→ M^{(a;b)→’a−b’} −−−−−−−→ Hom(F; G) ∧ ⋀_{n−1} ’ −−−−−→ Hom( n⋀ F; n⋀ G) → 0;

ÇÄÅ d_4 | ÓŒčÒÔËÁ Ó ⋀_{n−1} ’ (Hom(A; B) = A^∗ ⊗ B ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÑÓÎÏ, ËÁË ÓŒÏÒÁÞÉŒÁÔØ É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ŒÎÅÛÎÅ ÕÍÎÏÖÁÔØ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÅ), M | ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ R^{a→(a1;a1)}−−−−−→ End(F ) ⊕ End(G)^{(a;b)→tr a−tr b}

−−−−−−−−→ R Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ (ÜÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏ- ÄÕÌØ!).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R ÎčÔÅÒÏŒÏ É ÇÌÕÂÉÎÁ ÉÄÅÁÌÁ I_{n−1}(’) ÓÕÂÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ’ ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÁ 4, ÔÏ ÜÔÏÔ ËÏÍÐÌÅËÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÏÊ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ. 35. Á) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÄÌÉÎÙ 3 ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÁ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ ÓÕÂÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏÞÎÕÀ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÉÎÕ ⩾ 3:

Â) ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ Ó Åč ÐÏÍÏÝØÀ (ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÅ) ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ ÏÄÎ. ËÏ- ÏÒÄ. ËÏÌØÃÁ v_2(P^2) ⊂ P^5:

36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÎÁ ÍÏÎÏÍÁÈ Œ S = k[x_0; : : : ; x_r] ÐÒÉ r ⩾ 1 ÅÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.

37. Á) óÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ.

Â) (ðÒÁŒÉÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.) ðÕÓÔØ u_1; : : : ; u_g | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ, S_{ij} É S_{jk} ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ Ë 0 É îïë(—u_i; —u_k) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ —u_j : äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_{ik} ÔÏÖÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ Ë 0.

38. ðÕÓÔØ X = (x_{ij} ) | 2 × 2-ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, I | ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Åč ËŒÁÄÒÁÔÁ. ôÁË ËÁË Õ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÏÊ

ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÌÅÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÎÙ 0, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕ- ÌÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ det X É tr X ÌÅÖÁÔ Œ I: ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÂÁÚÉÓÏŒ çÒčÂÎÅÒÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÁËÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ.

39. ðÕÓÔØ x ¿ y ¿ z É ÍÙ ÂÅÒčÍ ÐÏÒÑÄÏË degrevlex. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÚÉÓ çÒčÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ (x^2; y^2; xy + yz) ⊂ k[x; y; z]:

40. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÉÄÅÁÌÁ

(x^2_0 − x_2x_3; x_0x_1 − x^2_3; x_0x_2 − x^2_1; x_1x_3 − x^2; x_0x_3 − x_1x_2) ⊂ k[x_0; : : : ; x_3];

ÔÏ ÅÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ 5 ÔÏÞÅË Œ P^3:

41. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÄÖÁ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ:

Á) ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ;

Â) ÎÁÌÉÞÉÅ Œ ÉÄÅÁÌÅ (˚) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ r; Œ) ∩_n(˚)^n = 0 (Œ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ÔÁË).

42. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B-ÂÁÚÉÓ ÉÄÅÁÌÁ J Œ ÁÌÇÅÂÒÅ èÏÄÖÁ A ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ ÎčÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ, ÔÏ ÎÁ A=J ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÄÖÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ ˚ É Ó ÉÄÅÁÌÏÍ I + J:

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÙÄ. ÐÕÎËÔÁ.

Œ) ðÕÓÔØ T ⊂ ˚ | ÉÄÅÁÌ Œ Þ.Õ.Í. ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A=(T ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÄÖÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Þ.Õ.Í. ˚ \ T É ÉÄÅÁÌÁ I ∩ B[˚ \ T ]:

43. (ðÒÉÍÅÒ ôÒÕÎÇÁ.) ðÕÓÔØ A = k[X; Y; Z; U; V; T ]=(XZ − UZ; Y Z − V Z; XY Z; UV − XY T ); ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: X ⩾ Y ⩾ U ⩾ T; Z ⩾ V ⩾ T; Y ⩾ V; Z ⩾ U; ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÁÒÙ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÄÖÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÞÔÏ Åč ŒÙÐÒÑÍÌÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ k[˚] → A:

44. ðÕÓÔØ ff = [a]; ¯ = {[d]|a_i =∈ [d] ÄÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ i}; Á B ÃÅÌÏÓÔ- ÎÏ É ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÅ). ðÏËÁÖÉÔÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ i; ÞÔÏ G(U_ff)[ff^{−1}] = B[¯; ff^{−1}] É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ¯ | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, G(U_ff)[ff^{−1}] ÃÅÌÏÓÔÎÏ É ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ G(U_ff)=(ff) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÄÖÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏŒ, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É G(U_ff) ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É B[X]=I_{r+1}(’) ÃÅÌÏÚÁÍËÎÕÔÏ.

45. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÎÇÁ ⩽ r | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÎÇÁ r: