2001 ÇÏÄ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ ìÉÓÔÏË 1

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} a^n ÒÁŒÅÎ ∞ ÐÒÉ a ¿ 1 É ÎÕÌÀ ÐÒÉ |a| ¡ 1. õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1 + h)^n ⩾ 1 + nh ÐÒÉ h ¿ −1. 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{x→+∞}(x^k=a^x) = 0 ÐÒÉ a ¿ 1. 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞}(a^n=n!) = 0. 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞}(n!=n^n) = 0. 5. îÁÊÄÉÔÅ lim_{n→∞}^n √ n. 6*. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} sin n? 7. ðÕÓÔØ a_1 = √ 2, a_{n+1} = √ 2 + a_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ¿ 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ {a_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌ.

8. ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ a_1 = 1, a_{n+1} = 1 1 + a_n . 9. ðÏÌÏÖÉÍ a_n = ( 1 + 1 n )_n . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_n ¡ a_{n+1} ¡ 3 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} ( 1 + 1 n )_n

. üÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ e.

10. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} ( 1 + 1 n^2

)_{(n+1)}2 . 11. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌÙ: lim_{n→∞} n^n (n + 1)^{n+1}

; lim_{n→∞} n^{n+1} (n + 1)^n . 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (1 + x)^y ⩾ 1 + xy, ËÁË ÔÏÌØËÏ x ¿ −1 É y ¿ 1. õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ x.

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = (1 + 1=x)^x ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ (1; +∞) (ÎÅ ÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ!).

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{x→+∞} ( 1 + 1 x )_x

= e, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ lim_{x→+∞} ( 1 + a x )_x = e^a.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ.

œÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ a_1 + a_2 + : : : + a_n + : : : (∗) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ (∗) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞}(a_1 + a_2 + : : : + a_n):

åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÍÍÏÊ; ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. œÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ a_1 + a_2 + : : : + a_n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÒÑÄÁ.

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 + 1 √ 2 + 1 √ 3 + : : : + 1 √ n + : : :

ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 + 1 2 + 1 3 + : : : + 1 n + : : :

ÔÁËÖÅ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e^a = 1 + a 1! + a^2 2! + : : : + a^n n! + : : : :

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 − 1 2 + 1 3 − 1 4 + 1 5 − : : :

ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 1^s + 1 2^s

+ : : : + 1 n^s

+ : : :

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s ¿ 1.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÒÁŒÎÉÔÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ ÏÔ ÆÕÎÃÉÉ y = 1=x^s.

óÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ı(s) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ òÉÍÁÎÁ. 20*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{s→1} ı(s) = ∞.

21. ðÕÓÔØ p_1; p_2; p_3; : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ

ı(s) = ∞∏ i=1 1 1 − 1 p^s_i

(ÕÔÏÞÎÉÔÅ ÓÍÙÓÌ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ).

22*. ðÕÓÔØ p_1; p_2; p_3; : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 p_1 + 1 p_2

+ : : : + 1 p_n

+ : : :

ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ É ÓÅÊÞÁÓ, ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÐÁÒÕ ÍÅÓÑ- ÃÅŒ Œ ŒÁÛÅÍ ÒÁÓÐÏÒÑÖÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÓÒÅÄÓÔŒÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑÍÉ.