2001 ÇÏÄ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ ìÉÓÔÏË 4

1. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : [0; 1]^2 → R, ÞÔÏ

lim_{x→0} lim_{y→0} f(x; y) = 1; lim_{y→0} lim_{x→0} f(x; y) = 0

(ŒÓÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ, ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ). 2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : (0; 1)^2 → R, ÞÔÏ lim_{x→0} lim_{y→0} f(x; y) É lim_{y→0} lim_{x→0} f(x; y) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÒÁÚÌÉÞÎÙ. 3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 x + ∞∑ n=1 ( 1 x − n + 1 x + n )

ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x =∈ Z.

Â) ðÕÓÔØ f(x) | ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x + 1) = f(x). Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ f(x) ÐÒÉ x → N ∈ Z.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÉÓÁÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ; Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÉÓÔËÏŒ ÍÙ ÜÔÉÍ ÚÁÊÍÅÍÓÑ. 4. ðÕÓÔØ ! ∈ C \ R, N ¿ 2 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, É A_n(z) =

∑_n

k=−n

∑_n

l=−n 1=(z +

k + l!)^N . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ A(z) = lim_{n→∞} A_n(z) (ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ z ∈ C ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ). ðÒÉ ËÁËÉÈ N ŒÅÒÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ A(z + 1) = A(z + !) = A(z)?

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ N = 2 ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

6. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÕÓÔØ

A_n(z) = 1 z^2 + ∑_′ −n⩽k⩽n −n⩽l⩽n ( 1 (z + k + l!)^2 − 1 (k + l!)^2 )

(ÛÔÒÉÈ ÐÒÉ ÚÎÁËÅ ÓÕÍÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (k; l) = (0; 0) ÐÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÉ ÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} A_n(z) (ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ˝(z) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ˝-ÆÕÎËÃÉÅÊ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ).

Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ˝(z + 1) = ˝(z + !) = ˝(z).

çÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ s ¿ 0 (ÅÓÌÉ ŒÙ ÚÎÁÅÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÔÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ s, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÀ Re(s) ¿ 0) ÆÏÒÍÕÌÏÊ

`(s) = ∫_∞ 0 x^se^{−x} dx x : (1)

ôÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁËÏŒ:

`(s) = lim_{”→0}

∫_A ” x^se^{−x} dx x + lim_{M →∞}

∫_M A x^se^{−x} dx x ; (2)

ÇÄÅ A ¿ 0 (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ A ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ). 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÏŒ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (2).

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ` ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÞÔÏ ÐÒÉ Re(s) ¿ 1 ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `(n) = (n − 1)! ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ: `(s + 1) = s`(s). 11. Á) œÙÞÉÓÌÉÔÅ U(a; b) = ∫_∞ 0 e^{−bx} cos ax dx ÐÒÉ b ¿ 0.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(a; b) = ∫_∞ 0 e^{−bx sin ax}_x dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ a ¿ 0, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ b ÐÒÉ b ∈ [0; 1].

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(a; 0) ÐÒÉ a ¿ 0 ÏÔ a ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ^d_{da} I(a; b) = U(a; b). Ä) œÙÞÉÓÌÉÔÅ I(1; 0).