2001 ÇÏÄ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ.

ìÉÓÔÏË 4Á (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ)

ðÒÏÒÅÛÁŒ ÜÔÏÔ ÌÉÓÔÏË, ŒÙ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÔÁËÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ, ËÁË p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÕÓÔØ p-ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ãÅÌÙÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÌÅŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ p-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ p−1). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z_p. ãÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉ- ÌÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ĂÓÔÏÌÂÉËÏÍĄ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. 1. ðÕÓÔØ a; b ∈ Z_p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c ∈ Z_p, ÞÔÏ b + c = a (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔØÀ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a − b).

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉ- ÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÓÌÅŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅÊ, ŒÓÑ- ËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ; Œ ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 1 ŒÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ZŒËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ Z_p. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÉ ZŒ Z_p ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ Z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ Œ Z_p. 2. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ 3x = 1 Œ Z_7.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ Œ Z_p ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ, ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉ- ÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎÙ). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ. õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ŒÁÍ ÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÑÍÏ ÓÅÊÞÁÓ, ŒÅÒÎÉÔÅÓØ Ë ÎÅÊ ÐÏÓÌÅ ÚÁÄÁÞÉ 7.

ðÕÓÔØ a ∈ Z_p. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ˚_p(a) ÄÌÉÎÕ ĂÈŒÏÓÔÁĄ ÉÚ ÎÕÌÅÊ Œ ËÏÎÃÅ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ a (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, p^{˚p(a)} | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉ- ÓÌÁ p, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÄÅÌÉÔÓÑ a; ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÔÁËÖÅ ˚_p(0) = ∞); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ ‖a‖_p = p^{−˚p (a)}.

4. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖a + b‖_p ⩽ max(‖a‖_p; ‖b‖_p).

äÌÑ a ∈ Z_p, r ∈ R ÐÏÌÏÖÉÍ U_r(a) = { x ∈ Z_p | ‖x − a‖_p ¡ r }. œŒÅÄÅÍ ÎÁ Z_p ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ U_r(a) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÞÉÓÌÏ ÔÅÍ ĂÍÅÎØÛÅĄ (ÂÌÉÖÅ Ë ÎÕÌÀ), ÞÅÍ ÎÁ Â«ÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ p ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ.

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Z_p ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ É ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏ.

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Z_p × Z_p Œ Z_p, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ. 7. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ZÐÌÏÔÎÏ Œ Z_p (ÔÏ ÅÓÔØ —Z= Z_p).

8. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ i=1 a_n Œ Z_p ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{n→∞} a_n = 0.

9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ p, ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Œ Z_p.

10. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ Œ Z_7 ÉÍÅÀÔ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 = 2 É x^2 = 3? 11. ðÕÓÔØ a | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÁÍ x_1 = a, x_{n+1} = x^p_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Œ Z_p. (ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅ- ÌÅÍ ôÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ ÞÉÓÌÁ a.)

12. ðÕÓÔØ a É b | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, a ≡ b (mod p). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔÅÌÉ ôÅÊÈÍÀÌÌÅÒÁ ÞÉÓÅÌ a É b ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

13. ðÕÓÔØ f | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Z_p. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ a ∈ Z_p ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ f(a) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, Á f^′(a) ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ Z_p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÓÒÁŒÎÉÍÙÊ Ó a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p; ÐÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÒÅÎØ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ. õËÁÚÁÎÉÅ. éÝÉÔÅ ÜÔÏ ËÏÒÅÎØ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ a_0 + a_1p + a_2p^2 + : : :. 14. ïÂÏÂÝÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f^′(a) ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÁ p (ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÏÔ f(a)? ëÁË ÂÕÄÅÔ ÓŒÑÚÁÎ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ a)?

15. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z_2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. 16*. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Z_p ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. (úÁ- ÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ËÁË ËÏÌØÃÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Z_p ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÄÁÖÅ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.)