2001 ÇÏÄ, ÏÓÅÎÎÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ, 1 ËÕÒÓ ìÉÓÔÏË 6

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ŒÓÅÊ ÞÉ- ÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ y = f(x), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

x^2y^{′′} + xy^′ + (x^2 − 1)y = 0

(ÏÄÎÏ ÉÚ ĂÕÒÁŒÎÅÎÉÊ âÅÓÓÅÌÑĄ), f(0) = 0, f^′(0) = 1, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÒÁÚÌÏ- ÖÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ó ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÑÄÁ É ÎÁÞÎÉÔÅ.

2. æÕÎËÃÉÑ y = f(x) ÉÍÅÅÔ ÐÒÉ x → 0 ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ

y = x + x^2 2 − x^3 5 + x^4 6 + o(x^4):

ðÕÓÔØ x = g(y) | ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÑ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÐÒÉ y → 0 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(y^4). 3. îÁÊÄÉÔÅ lim_{x→0} sin tg x − tg sin x arcsin arctg x − arctg arcsin x : õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÉ ÍÁÌÅÊÛÅÇÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ÒÑÄ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. 4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ -x = − sin x Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ x(0) = 0, _x(0) = 1 (ĂÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁĄ). îÁÊ- ÄÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ x(t) ÐÒÉ t → 0 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(t^8) É ÓÒÁŒÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ -x = −x (ĂÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÑÔÎÉËÁĄ) Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. õËÁÚÁÎÉÅ. œÁÍ ÂÕÄÅÔ ÌÅÇÞÅ, ÅÓÌÉ ŒÙ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÖÅÔÅ, ÞÔÏ ÞÌÅ- ÎÏŒ Ó t Œ ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ (ÎÏ ÍÏÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÞÅÓÔÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÅ ÚÎÁÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÅ). 5. îÁÊÔÉ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÎÕÌÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = 1= √ (1 − x)(1 − 2x).

6. äÌÑ ŒÓÅÈ z ∈ C ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

e^z = 1 + ∞∑ n=1 z^n n! : Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ z Ë ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÊ ÎÁ ŒÓÅÍ C , É ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ e^{z+w} = e^z e^w.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

lim_{h→0} e^{z+h} − e^z h = e^z

(z É h | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

7. Á) ðÕÓÔØ a ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ x_1 = 1, x_{n+1} = (x_n + (a=x_n))=2, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë √ a. Â) óËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÔØ √ 3=2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÓÏÔÏÊ?

Œ) óËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ÄÌÑ √ 1 + x ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ √ 3=2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÓÏÔÏÊ?