íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 1

Abstract. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ | ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÐÒÉÍÅÒÙ. îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ É ÐÒÅÄÅÌ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ; Á ÓÁÍÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ), ÞÔÏ

1. ∅ ∈ A, X ∈ A.

2. åÓÌÉ B ⊂ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ⋃ U∈B U ÏÔËÒÙÔÏ (ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ A). ëÏÒÏÔËÏ: ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ.

3. åÓÌÉ U_1; U_2 ∈ A, ÔÏ U_1 ∩ U_2 ∈ A. ëÏÒÏÔËÏ: ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ.

óÅÍÅÊÓÔŒÏ B ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ 1. ⋃ U∈B U = X;

2. åÓÌÉ U_1; U_2 ∈ B É x ∈ U_1 ∩ U_2, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∈ B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x ∈ U ⊂ U_1 ∩ U_2.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ B | ÓÉÓÔÅÍÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∀x ∈ X ∃V ∈ B : x ∈ V ⊂ U . ôÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ M ÏÔËÒÙÔÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U^{def}= ⋃ U⊂M;M ÚÁÍËÎÕÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, U ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ U = U .

ðÒÉÍÅÒÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÙÈ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ:

ðÒÉÍÅÒ 1. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÞÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ), ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ∞. âÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {n}, ÇÄÅ n ∈ N, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ [a; ∞]^{def}= {n ∈ N | n ≥ a} ∪ {∞}. ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ; ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ (a; b) = {x ∈ R | a ¡ x ¡ b}, ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ R; a ¡ b.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R: A^{def}= R ∪ {−∞; +∞}; ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ (a; +∞]^{def}= {x ∈ R | x ¿ a} ∪ {+∞} É [−∞; b)^{def}= {x ∈ R | x ¡ b} ∪ {−∞}. ðÒÉÍÅÒ 5. äÒÕÇÏÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | \Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ": ~R = R∪ {∞}, ÂÁÚÉÓ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ U_a = {x ∈ R | |x| ¿ a} ∪ {∞}. ðÒÉÍÅÒ 6. äÅËÁÒÔÏŒÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. üÔÏ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÅÓÌÉ X É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÚÁ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ X × Y ÐÒÉÍÅÍ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ X É Y . üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ: ÅÓÌÉ x ∈ (U_1 × V_1) ∩ (U_2 × V_2), ÔÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ (U_1 ∩ U_2) × (V_1 ∩ V_2). ïÓÏÂÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ Œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ÓÔÅÐÅÎÉ R^n.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÏÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1]: ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_1 ¡ x_2 ¡ : : : ¡ x_N } ⊂ [0; 1], É ÏÄÉÎ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ∞ (\ÉÄÅÁÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÅÌËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ"). íÅÌËÏÓÔØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ¯ = max(x_2 − x_1; x_3 − x_2; : : : ; x_N − x_{N−1}). âÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÒÏÍÅ {∞}, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_ffl, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ∞ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅÊ ffl.

ðÒÉÍÅÒ 8. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C[0; 1]: ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], Á ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÛÁÒÙ (ÌÕÞÛÅ ÂÙ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ \ËÕÂÁÍÉ"): ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎ- ÔÒÏÍ x ∈ C[0; 1] ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_r (x) = {y ∈ C[0; 1] | ∀t ∈ [0; 1] |y(t) − x(t)| ¡ ffl}. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 1

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. üÔÏ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ: ÅÓÌÉ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É Y ⊂ X, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ Y ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÇÄÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Y Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÄŒÕÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ Y ÅÇÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(Y ) = {x ∈ X | f(x) ∈ Y } ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, É ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | f É f^{−1} | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : X → Y | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏ f(U ) ⊂ Y . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X É Y , É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙ.

ðÒÉÍÅÒÙ:

ðÒÉÍÅÒ 10. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {0; 1; 1=2; 1=3; : : :} ⊂ R. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÞÅŒÉÄÅÎ: f(n)^{def}= 1=n, f(∞)^{def}= 0 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ).

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ [−1; 1] ⊂ R: ÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(x) =^2_ß arctg(x), ÅÓÌÉ x ∈ R É, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f(±∞) = ±1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ~R ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ {(x; y) ∈ R^2 | x^2 + y^2 = 1}: ÐÏÌÏÖÉÍ f(t) =

(_{1−t2}

1+t^2 ; 2t 1+t^2 ) , ÅÓÌÉ t ∈ R, É, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, f(∞) = (0; −1).

ðÒÉÍÅÒ 12. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : R → R (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ). äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a − ffl; a+ffl), ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ f^{−1}((a−ffl; a+ffl)) ÄÏÌÖÅÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ É ÌÅÖÁÝÉÊ ÃÅÌÉËÏÍ Œ f^{−1}((a−ffl; a+ffl)). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ b | ÃÅÎÔÒ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ, É ÞÔÏ a = f(b). éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (f(b) − ffl; f(b) + ffl) É ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ (b − ffi; b + ffi) ⊂ f^{−1}((f(b) − ffl; f(b) + ffl)). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ∀b ∈ R∀ffl ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 : |f(x) − f(b)| ¡ ffl, ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x − b| ¡ ffi. üÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ b ∈ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ f(x) ∈ Y (Ô.Å. ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Y , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÔÏÞËÕ f(x)) ÅÅ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(U ) ⊂ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b.

ìÅÍÍÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓŒÏÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f^{−1}(U ) ⊂ X ÏÔËÒÙÔ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ b, ÑŒÌÑÑÓØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ b ∈ X, É U ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ f^{−1}(U ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R_a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a ∈ R_a ⊂ f^{−1}(U ). ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ⋃ a∈f^{−1} (U) Ra = f

−1(U ) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(U ) ÏÔËÒÙÔÏ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

üÌÅÍÅÎÔ a ∈ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X → Y Œ ÔÏÞËÅ b (\ÐÒÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë

b"), ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f(x)^{def}= { f(x); x ≠ b a; x = b

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ b. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ

ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b, É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(b) | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÔÏÞËÅ b.

ðÒÉÍÅÒ 13. ðÕÓÔØ f : N → R; ÎÁÊÄÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ a ∈ R | ÐÒÅÄÅÌ f Œ ÔÏÞËÅ ∞. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(∞) ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÉÝÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N, Ô.Å. ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(n). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ~f^{−1}((a − ffl; a + ffl)) ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÏŒÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ∞, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [N; ∞]. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, a = lim_{n→∞} f(n), ÅÓÌÉ ∀ffl ¿ 0 ∃N ∀n ≥ N : |f(n) − a| ¡ ffl | ÜÔÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 14. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

• ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → R Œ ÔÏÞËÅ b (\ÐÒÉ t → b"): a = lim_{t→b} f(t), ÅÓÌÉ ∀ffl ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 ∀t |t − b| ¡ ffi ⇒ |f(t) − a| ¡ ffl.

• ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → R Œ ÔÏÞËÅ +∞ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, −∞): a = lim_{t→+∞} f(t), ÅÓÌÉ ∀ffl ¿ 0 ∃M ∀t t ¿ M (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, t ¡ M ; Œ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÉ f : ~R → R É ÔÏÞËÉ ∞ ÎÕÖÎÏ |t| ¿ M ) ⇒ |f(t) − a| ¡ ffl. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R | ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(±∞) ÎÅ ŒÁÖÎÙ.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 13

ðÒÉÍÅÒ 15. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ I_f ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÒÁÚÂÉÅ- ÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ I_f (x_1; : : : ; x_N ) = f(x_2)(x_3 − x_1) + f(x_4)(x_5 − x_3) + : : : . ðÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÅ ∞ (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÒÉ ÍÅÌËÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë 0), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (òÉÍÁÎÁ) ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

∫_1 0 f(t) dt. åÓÌÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÁÔØ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a =

∫_1 0 f(t) dt, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ffl ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ x_1 ¡ · · · ¡ x_N Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅÊ ffi, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |I_f (x_1; : : : ; x_N ) − a| ¡ ffl.