íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéé 10 é 11 (þáóôéþîï)

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÐÏÞÌÅÎÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ Œ ËÏÌØÃÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, p ∈ X, É f : X × [a; b] → R | ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ f(x; t) → f(p; t) ÐÒÉ x → p ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t ∈ [a; b]. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ∫_b a f(x; t) dt. ôÏÇÄÁ

∫_b a f(p; t) dt ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ lim_{x→p}

∫_b a f(x; t) dt.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f(x; t) → f(p; t) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ p ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ U , ÔÏ |f(x; t) − f(p; t)| ¡ ”. ðÕÓÔØ ø | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. éÍÅÅÍ ÐÒÉ x ∈ U ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |I^b_a(ø; f(x; ·)) − I^b_a(ø; f(p; ·))| ¡ ”(b − a), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ I^b_a(ø; f(x; ·)) → I^b_a(ø; f(p; ·)) ÐÒÉ x → p ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ø . ðÏÜÔÏÍÕ lim_{x→p}

∫_b a f(x; t) dt = lim_{x→p} lim_{¯(ø)→0} I^b_a(ø; f(x; ·)) = lim_{¯(ø)→0} lim_{x→p} I^b_a(ø; f(x; ·)) =

∫_b a f(x; t) dt.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, p ∈ X, É f : X × [a; b] → R | ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^@_{@t} f(x; t) É^@_{@t} f(x; t) → g(t) ÐÒÉ x → p ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t ∈ [a; b]. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ f(x; a) → f(p; a) ÐÒÉ x → p. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : [a; b] → R ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x; t) → ’(t) ÐÒÉ x → p ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t ∈ [a; b], É g(t) = ’^′(t).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1). ðÕÓÔØ ∑ n f_n(x) | ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ ∑ n f^′_n(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, É ÒÑÄ ∑ n f_n(a) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄ- ÎÙÊ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÒÉÞÅÍ f^′(a) = ∑ n f^′_n(a).

ëÏÒÏÔËÏ: ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÒÑÄ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ.

æÕÎËÃÉÑ f : R^n → R, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ R^n ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ŒÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C^∞(R^n). åÓÌÉ M ⊂ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ C^∞(M ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ f : M → R, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ M ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R^n → R.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2). ðÕÓÔØ ∑ n a_nx^n | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÐÒÉ |x| ¡ R, É f^{(k)}(x) = ∑ n a_n(x^n)^{(k)} = ∑ n a_n ·n(n−1) : : : (n− k + 1)x^{n−k}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ lim_{n→∞}^n √ n = 1 ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ É ÒÑÄÁ ÄÌÑ f^{(k)}(x) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÅ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ x = 0. îÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ k-ËÒÁÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÏÊ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÏÐÅÒÁÃÉ- ÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÏÎÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ: (˘a) · b = ˘(a · b) = a · (˘b), ÇÄÅ a; b ∈ A, ˘ ∈ R. éÄÅÁÌÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ É ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÄÅÁÌ I ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓËÁÌÑÒ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÄÅÁÌÏŒ (ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÏÐÑÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÄÅÁÌ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ⊂ A ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ F. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ (ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ∑ i ˘_if_i, ÇÄÅ f_i ∈ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Á ˘_i ∈ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ 1 ∈ I, ÔÏ I = A | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, f = f · 1 ∈ I ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ A.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(X) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : X → R ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ C^∞(R^n) É C^∞(M ) (ÇÄÅ M ⊂ R^n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ) ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ðÒÉÍÅÒÙ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ÜÔÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÓÍ. ÎÉÖÅ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéé 10 é 11 (þáóôéþîï)

ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ A | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ Œ ÎÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ (ÕÔÏÞÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ !). œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÉÄÅÁÌÙ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÉÄÅÁÌÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÄÁÎÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ F ⊂ A ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ.

éÄÅÁÌ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f =∈ A ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ I ∪ {f}, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J ⊃ I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÍÅÔÏÄÙ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ); ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ C(X), ÇÄÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ C^∞(X), ÇÄÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ðÕÓÔØ a ∈ X. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_a = {f ∈ A | f(a) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ A. œÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I_a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ X.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. ðÕÓÔØ f =∈ I_a, Ô.Å. f(a) ≠ 0. æÕÎËÃÉÑ ¯(x) = 1 − f(x)=f(a) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ a | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ¯ ∈ I_a. îÏ ÔÏÇÄÁ 1 = ¯(x) + f(x)=f(a), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ I_a É ÆÕÎËÃÉÅÊ f, ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1 É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ F = {f_ff} ⊂ A | ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ I ⊂ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f_x ∈ F ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f_x(x) ≠ 0. íÎÏÖÅÓÔŒÏ U_x = {y ∈ X | f_x(y) ≠ 0} ÏÔËÒÙÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ⋃ x∈X U_x = X. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x_1; : : : ; x_N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X =

⋃_N i=1 U_{xi} . æÕÎËÃÉÑ f(x) =

∑_N i=1 f^2_{xi} (x) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I É ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÉÇÄÅ ÎÁ X. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ 1 = f(x)=f(x) ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÄÅÁÌÕ I, É I = A.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ I ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ f ∈ I, Ô.Å. I ⊂ I_a. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ I ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, I = I_a.

ìÅÍÍÁ 2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ C^∞(R), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÉ −1 ¡ x ¡ 1, ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ x É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

∫_1 −1 f(x) dx = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ g(x) = e^{−1=(1−x2)2} ÐÒÉ −1 ¡ x ¡ 1 É g(x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÐÒÏÞÉÈ x. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ g Œ ÔÏÞËÁÈ x ≠ ±1 ÏÞÅŒÉÄÎÁ, Á Œ ÔÏÞËÁÈ x = ±1 ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 3 ÌÅËÃÉÉ 8. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f(x) = g(x)=G, ÇÄÅ G^{def}=

∫_1 −1 g(x) dx ¿ 0.

ìÅÍÍÁ 3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ g ∈ C^∞(R), ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ŒÓÀÄÕ, ÒÁŒÎÁÑ 1 ÐÒÉ |x| ≤ 1=2 É ÒÁŒÎÁÑ 0 ÐÒÉ |x| ≥ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ g(x) = 2

∫_{x+1=2}

x−1=2 f(2y) dy, ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ (ÌÅÍÍÙ 3). ðÕÓÔØ C ⊂ B ⊂ R^n | ÄŒÁ ÎÅÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ ÛÁÒÁ Ó ÏÂÝÉÍ ÃÅÎÔÒÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’ ∈ C^∞(R^n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ’(x) ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, ’(x) = 0 ÄÌÑ x =∈ B É ’(x) = 1 ÄÌÑ x ∈ C.

óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ R^n, ÅÓÌÉ ⋃ ff U_ff = R^n. ðÏ- ËÒÙÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ R^n ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : X → R, ÇÄÅ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ supp(f) = {x ∈ X | f(x) ≠ 0}.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ). ðÕÓÔØ {U_ff} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ R^n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ %_ff ∈ C^∞(R^n), ÞÔÏ %_ff(x) ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, supp(%_ff) ⊂ U_ff É ∑ ff %_ff(x) ≡ 1.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ %_ff(x) ¿ 0, É ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ %_ff(x) ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁËÉÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÒÁŒÎÁ 1.

íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéé 10 é 11 (þáóôéþîï)3

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ U_ff ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff^{(N)}_1 ; : : :; ff^{(N)}q_N ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ U_ff(N)_1 ∪: : : U_ff(N)_{qN} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ N Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ

ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. œÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U^{(j)}_i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ R^n; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ U_ff, Á ÄÌÑ ŒÙËÉÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ %_ff ≡ 0.

äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÛÁÒ B_x Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C_x ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ x, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÁ B_x. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ N ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x^{(N)}_1 ; : : : ; x^{(N)}_{pN} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ C_x(N)_1 ; : : : ; C_x(N)_{pN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ËÏÌØÃÏ {x ∈ R^n | N ≤ |x| ≤ N + 1}. œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ C_x(k)_i ; ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÅÓÑ ÛÁÒÙ C_1; C_2; : : : , Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÛÁÒÙ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ | B_1; B_2; : : :.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÌÅÍÍÙ 3, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’_i ∈ C^∞(R^n) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ’_i(x) ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, ’_i(x) = 0 ÄÌÑ x =∈ B_i É ’_i(x) = 1 ÄÌÑ x ∈ C_i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ W_ff ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ i, ÞÔÏ B_i ⊂ U_ff, É ÐÏÌÏÖÉÍ _ff = ∑ i∈W_ff ’i. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ff ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ŒÓÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ

ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ (x) ÎÅ ÒÁŒÎÁ 1. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, (x) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ %_ff^{def}= _ff=.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ N ∈ N É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ l = (l_1; : : : ; l_n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ r_{N;l}(f) = max_{|x|≤N} | | | |^@ lf @x^{l1}_1 :::@x^{ln}_n (x) | | | | (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÂÏÒÏŒ (N; l) ÓÞÅÔÎÏ | ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : :; ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÎÏÒÍ %_1(f); %_2(f); : : : . îÁÚÏŒÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË- ÃÉÑÍÉ f; g ∈ C^∞(R^n) ŒÅÌÉÞÉÎÕ %(f; g) = ∑_∞ n=1 1 2^n

%_n (f−g) 1+%_n (f−g) . îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ !), ÞÔÏ %

| ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÁ, É ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f_a → f ÐÒÉ a → p (a, p | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ) Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C^∞(R^n), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f_a → f ÐÒÉ a → p ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R^n, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ a ∈ R^n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ I_a = {f ∈ C^∞(R^n) | f(a) = 0} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ C^∞(R^n). œÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ I_a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_a ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÉÄÅÁÌÁ I_a ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 2. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇ ÌÅÍÍÙ 1:

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ F = {f_ff} ⊂ C^∞(R^n) | ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ (ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ C^∞(R^n), ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U_ff = {x ∈ R^n | f_ff(x) ¿ 0} É V_ff = {x ∈ R^n | f_ff(x) ¡ 0}. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_ff; V_ff ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ R^n; ÐÕÓÔØ %_ff | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 3). óÍÅÎÉÍ Õ ÆÕÎËÃÉÊ %, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ V , ÚÎÁË ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. ôÏÇÄÁ f(x) = ∑ ff %_ff(x)f_ff(x) ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ R^n. ðÏÓËÏÌØËÕ I | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ f_ff, f ∈ I. îÏ ÔÏÇÄÁ 1 = f(x)=f(x) ∈ I, É ÉÄÅÁÌ I ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ.

åÓÌÉ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÏÐÕÓÔÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÅŒÅÒÎÙÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ I ⊂ C^∞(R^n) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÐÁËÔÅÎ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, I | ÉÄÅÁÌ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ J ⊃ I. îÏ ÉÄÅÁÌ J ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó I_a ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ a, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ.