íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 3

Abstract. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

œ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ (a; b) = {x ∈ Q | a ¡ x ¡ b}.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ a ⊂ Q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1. a ≠ ∅, a ≠ Q.

2. åÓÌÉ x ∈ a É y ¡ x, ÔÏ y ∈ a. 3. íÎÏÖÅÓÔŒÏ a ⊂ Q ÚÁÍËÎÕÔÏ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x ≤ a. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ R, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ Q | x ≤ a} | ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Q ⊂ R.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ a ¡ b, ÇÄÅ a; b ∈ R, ÅÓÌÉ a ⊂ b (ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ Q). ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÎÕÌÑ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÒÁÎÅÅ, Ô.Ë. 0 ∈ Q ⊂ R). þÉÓÌÏ −a, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÕ a, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x | −x =∈ a}. óÕÍÍÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x + y | x ∈ a; y ∈ b}. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {xy | x ∈ a; y ∈ b; x ¿ 0; y ¿ 0} ∪ {x ∈ Q | x ≤ 0}. åÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a, b ÉÌÉ ÏÂÁ ÏÎÉ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ab ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÚÎÁËÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ËÏÒÒÅËÔÎÙ. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ŒÓÅÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ É ÐÒÏÞ.) | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ¡ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ a ¡ b ¡ c ÓÌÅÄÕÅÔ a ¡ c, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a ¡ b, ÌÉÂÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b ¡ a. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a ¡ b ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ (−a) + b. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÌÉÎÎÙÊ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÒÕÔÉÎÎÙÈ ÐÒÏŒÅÒÏË, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÑ | ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ a + b ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ a + b ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ a + b ≠ Q: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ M É N ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∀x ∈ a : M ¿ x É ∀y ∈ b : N ¿ y. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, M + N =∈ a + b. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z ∈ a + b É w ¡ z. éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ Q, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x_n ∈ a É y_n ∈ b ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x_n + y_n → z ÐÒÉ n → ∞. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ y_n − z + w ¡ y_n ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y_n − z + w ∈ b, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ w = lim_{n→∞} x_n + (y_n − z + w) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ a + b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ a ¡ b ¡ c ÓÌÅÄÕÅÔ a ¡ c, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÓÑËÉÈ ÄŒÕÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ a ≠ b, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ | ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÁ x ∈ b \ a É y ∈ a \ b. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ x ¡ y, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ x ∈ a | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ y ¡ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ s ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ R ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ∀x ∈ A : s ≥ x. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÅÅ ÅÇÏ ÓŒÅÒÈÕ. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓŒÅÒÈÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup A.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ sup A (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ⋃ x∈A x. ïÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ. ïÎÏ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó Q ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s ÞÔÏ ∀x ∈ A : s ¿ x | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 3

s =∈ M . ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z ∈ M É w ¡ z. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n → z ÐÒÉ n → ∞ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ∀n ∃u_n ∈ A : x_n ∈ u_n. îÏ ÔÏÇÄÁ x_n − z + w ∈ u_n, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ w = lim_{n→∞}(x_n − z + w) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ M ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓŒÅÒÈÕ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ∃u ∈ A : u ¿ M . éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ∃u ∈ A ∃x ∈ u ∀m ∈ M : x ¿ m. îÏ ÅÓÌÉ x ∈ u ∈ A, ÔÏ x ∈ M | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓŒÅÒÈÕ, M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ N ¡ M . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ N ¡ x ¡ M É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x ∈ M . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∃u ∈ A : x ∈ u. îÏ ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u ≥ x ¿ N É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, N ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓŒÅÒÈÕ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f : N → R ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ f(N) ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ a = sup f(N). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a = lim_{n→∞} f(n). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ffl ¿ 0 ÞÉÓÌÏ a − ffl ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ- ŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(N) ÓŒÅÒÈÕ, Á ÞÉÓÌÏ a | ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ a − ffl ¡ f(N ) ¡ a. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ¿ N .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. ðÕÓÔØ [a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏÊ ÏÓÉ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ n[a_n; b_n] ÎÅÐÕÓÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {a_1; a_2; : : : } ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÞÉÓÅÌ b_1; b_2; : : : . ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ a^{def}= sup_n a_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ a ≤ b_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; : : :. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÚÕÞÁÅÍÏÍÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ïÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R | ÓŒÑÚÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ [a; b] = A_1 ∪ A_2, ÇÄÅ A_1, A_2 ÏÔËÒÙÔÙ, ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ b ∈ A_2; ÐÏÌÏÖÉÍ p = sup A_1, ÔÏÇÄÁ p ¡ b. ðÕÓÔØ p ∈ A_1. ðÏÓËÏÌØËÕ A_1 ÏÔËÒÙÔÏ É p ¡ b, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ (p; p + ffi) ⊂ A_1, ŒÏÐÒÅËÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ÓŒÅÒÈÕ. åÓÌÉ ÖÅ p ∈ A_2, ÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ A_2 ÏÔËÒÙÔÏ É p ¿ a (ÏÞÅŒÉÄÎÏ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ (p − ffi; p) ⊂ A_2, ŒÏÐÒÅËÉ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_1 ÓŒÅÒÈÕ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3 | ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ f : [0; 1] → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ f(0) ¡ 0, Á f(1) ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x) = 0.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 | ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ëÏÒÏÔËÏ ÇÏŒÏÒÑÔ: ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÑ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ É ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(t) ≠ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ∈ [0; 1]. ôÏÇÄÁ [0; 1] = X_1 ∪ X_2, ÇÄÅ X_1 = f^{−1}((−∞; 0)) É X_2 = f^{−1}((0; +∞)). íÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1, X_2 ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ŒÏÐÒÅËÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3.