íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 4

Abstract. óÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÏŒ. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ. ìÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ¿ 0 É ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ b ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ b^n = a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ: ÅÓÌÉ b_1 ¿ b_2, ÔÏ b^n_1 ¿ b^n_2 , ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ b^n = a ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ b. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ | ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n) ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = 0 ¡ a, É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ f(s) ¿ a, (ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ s = a, ÅÓÌÉ a ≥ 1, É s = 1, ÅÓÌÉ a ¡ 1), ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÅŒÅÒÎÁ. ïÎÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ f : R → R | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t_1; t_2 ∈ R É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ [f(t_1); f(t_2)] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ t ∈ [t_1; t_2] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(t) = x, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÕÓÔØ f ÒÁÚ- ÒÙŒÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ t_0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ m = sup_{t¡t0} f(t), M = inf_{t¿t0} f(t) (inf | ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ m ¡ M . îÏ ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ !) (m; M ), ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(t_0).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. æÕÎËÃÉÑ f : R_+ → R_+, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f(a) = a^r, ÇÄÅ r | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ b ∈ R_+ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ R_+ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a^r = b. åÓÌÉ r = p=q ∈ Q, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1. åÓÌÉ r =∈ Q, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ b = sup_{s¡r;s∈Q}a^{1=s}.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ⋃ ff U_ff = X. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U_ff ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} , ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ R ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ U_n = (n; n + 2), n ∈ Z. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_n ÏÔËÒÙÔÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ R. œÓÑËÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_{n1} ; : : : ; U_{nN} , ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, É ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ïÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M ⊂ [a; b] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË x ∈ [a; b], ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [a; x] ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M = [a; b] (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, b ∈ M ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÏÔËÒÙÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ M . ðÏÓËÏÌØËÕ {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ff_0, ÞÔÏ x ∈ U_{ff0} . íÎÏÖÅÓÔŒÏ U_{ff0} ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ [x; x + ”) ⊂ U_{ff0} (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ x = b, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x − ”=2; x + ”=2) ⊂ M (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, M ÏÔËÒÙÔÏ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ y ∈ (x − ”=2; x + ”=2), ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [a; y] ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÅÈ U_ff, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [a; x], É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff0} | ŒÓÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ y ∈ [a; b]\M . äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ff_1 ÉÍÅÅÍ y ∈ U_{ff1} , É ÐÏÜÔÏÍÕ (y − ffi; y + ffi) ⊂ U_{ff1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ffi. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (y − ffi; y + ffi) (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, [a; b] \ M ÏÔËÒÙÔÏ, Á M ÚÁÍËÎÕÔÏ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ x ∈ M ∩ (y − ffi; y + ffi), ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [a; y] ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÅÈ U_ff, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË [a; x], É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff1} | ŒÓÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff. á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. y =∈ M . 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 4

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b] ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÎÅÐÕÓÔÏ (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, a ∈ M ). éÚ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M = [a; b].

ôÅÏÒÅÍÁ 2. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, M ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ, É {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. åÓÌÉ Ë {U_ff} ÄÏÂÁŒÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = X \ M , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} ; V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ X. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ M .

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÂÒÁÚÁ f(X) ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ðÒÏÏÂÒÁÚÙ V_ff^{def}= f^{−1}(U_ff) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ X. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_1; : : : ; ff_N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X =

⋃_N n=1 V_{ffn} . îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ f(X).

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_a; U_b ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U_a, b ∈ U_b, U_a ∩ U_b = ∅.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ X | ÏÔÄÅÌÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á M ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ M ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ y ∈ X \ M . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, Œ ÓÉÌÕ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x ÔÏÞËÉ x É V_x ÔÏÞËÉ y. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ M ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ M (ÐÏÓËÏÌØËÕ x ∈ U_x). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË x_1; : : : ; x_N ∈ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U_{x1} ; : : : ; U_{xN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ M . îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_{x1} ∩ · · · ∩ V_{xN} ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ y É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó M | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X \ M ÏÔËÒÙÔÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C[0; 1] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : [0; 1] → R, Á ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÎÅÍ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÛÁÒÙ B_R(f) = {g ∈ C[0; 1] | ∀t ∈ [0; 1] |f(t) − g(t)| ¡ R}. ðÕÓÔØ X = R^n ÉÌÉ C[0; 1], É M ⊂ X. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ”-ÓÅÔØÀ Œ M (ÇÄÅ ” ¿ 0 | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÅÓÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÐÏËÒÙŒÁÅÔ M .

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ X = R^n ÉÌÉ X = C[0; 1], É M ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ¿ 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ”-ÓÅÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ ” Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ x ∈ M ÐÏËÒÙŒÁÀÔ M . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÛÁÒÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C[0; 1] ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (Ô.Å. ÌÅ- ÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÒÅ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1). ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔ, Á f : X → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, É sup f(X) ∈ f(X) (ËÏÒÏÔËÏ ÇÏŒÏÒÑÔ: ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓŒÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ÌÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ). úÁÍËÎÕÔÏÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÌØÚÑ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ M . ðÏÓËÏÌØËÕ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅ- ÐÉÐÅÄÅ ˝_1 = [a_1; b_1]×· · ·×[a_n; b_n]. òÁÚÏÂØÅÍ ˝_1 ÎÁ 2^n ÍÅÎØÛÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÒÁÚÄÅÌÉŒ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ [a_i; b_i] ÐÏÐÏÌÁÍ. èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó M ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ˝_2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ˝_3, É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ˝_1 ⊃ ˝_2 ⊃ : : : ÉÍÅÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ x. ðÏÓËÏÌØËÕ M ÚÁÍËÎÕÔÏ, x ∈ M É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x ∈ U_{ff0} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ff_0. îÏ ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ k ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ ˝_k ⊂ U_{ff0} , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ ˝_k.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C[0; 1] ÌÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ ÎÅŒÅÒÎÁ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B = {f ∈ C[0; 1] | ∀t ∈ [0; 1] |f(t)| ≤ 1}. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ f_n(t) = sin 3^nßt ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B É ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ max_{t∈[0;1]} |f_n(t) − f_m(t)| = 2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m É n. ïÔÓÀÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ” ¡ 1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ”-ÓÅÔÉ.