íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 6

Abstract. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÐÒÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ òÉÍÁÎÁ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ. æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ ìÅÊÂÎÉÃÁ. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ X; Y; Z | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, É f : X × Y → Z | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f(x; y) → g(y) ÐÒÉ x → a ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ y, f(x; y) → h(x) ÐÒÉ y → b ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x, Á g(y) → K ÐÒÉ y → b. ôÏÇÄÁ h(x) → K ÐÒÉ x → a, É f(x; y) → K ÐÒÉ (x; y) → (a; b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f(x; y) → h(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi_1 ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ %(x; a) ¡ ffi_1 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ y ∈ Y ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ %(f(x; y); g(y)) ¡ ”=2. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ g(y) → K ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi_2 ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ %(y; b) ¡ ffi_2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ %(g(y); K) ¡ ”=2. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {(x; y) ∈ X×Y | %(x; a) ¡ ffi_1; %(y; b) ¡ ffi_2} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ %(f(x; y); K) ¡ ”, ÏÔËÕÄÁ f(x; y) → K ÐÒÉ (x; y) → (a; b). ïÔÓÀÄÁ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ !), ÞÔÏ h(x) → K ÐÒÉ x → a.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R× [a; b] → R ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

∫_b a f(ff; x) dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ ff ∈ U , ÇÄÅ U | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ p ∈ R. ôÏÇÄÁ

(_d dff ∫_b a f(ff; x) dx ) ff=p = ∫_b a (_d dff f(ff; x) ) ff=p dx. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (_d dff ∫_b a f(ff; x) dx ) ff=p = lim_{h→0} lim_{¯(ø)→0}^1_h (I^b_a(f(p + h; ·); ø ) − I^b_a(f(p; ·); ø )) = (∗). œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÅ-

ÄÅÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ: (∗) = lim_{¯(ø)→0} lim_{h→0}^1_h (I^b_a(f(p+h; ·); ø )−I^b_a(f(p; ·); ø )) = lim_{¯(ø)→0} I^b_a(lim_{h→0}^{f(p+h;·)−f(p;·)}_h )

∫_b a (_d dff f(ff; x) ) ff=p dx

ðÒÉÍÅÒ 2. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ) Œ ÓÌÕÞÁÅ h(y) = const: ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ÇÄÅ X; Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x) → f(a) ÐÒÉ x → a ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a ∈ X.

ðÒÉÍÅÒ 3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f(x) = x^2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÎÁ X = R, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÌÕÞÁÅ X = Y = R ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ∀” ¿ 0 ∃ffi ¿ 0 ∀x; y ∈ R : |x − y| ¡ ffi ⇒ |f(x) − f(y)| ¡ ”. îÏ |x^2 − y^2| = |x − y| · |x + y|, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ x É y ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ |x^2 − y^2| ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ŒÅÌÉÞÉÎÙ |x − y|.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X | ËÏÍÐÁËÔ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ a_n; b_n ∈ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ %(a_n; b_n) ¡ 1=n, ÎÏ %(f(a_n ); f(b_n)) ≥ ”. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {a_n | n ∈ N} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x | ÔÏ ÅÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_{nk} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë x ÐÒÉ k → ∞. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, f(a_{nk} ) → f(x). œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ %(a_{nk} ; b_{nk} ) ¡ 1=n_k ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ b_{nk} → x É f(b_{nk} ) → f(x). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, %(f(a_n); f(b_n)) → 0 ÐÒÉ k → ∞, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ %(f(a_n); f(b_n)) ≥ ”.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : [a; b] → R ÉÎÔÅÇÒÁÌ

∫_b a f(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÏÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] Œ R, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ø = {a = x_0 ¡ x_1 ¡ · · · ¡ x_N = b} ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ òÉÍÁÎÁ I^b_a(f; ø ) = ∑_{N=2}

k=0 f(x_{2k+1})(x_{2k+2} −x_{2k}), ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ ∞ (\ÉÄÅÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ 0"). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ [a; b], ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ |x − y| ¡ ffi, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(y) ¡ ”=(2(b − a))|. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ø_1; ø_2 | ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅÊ ffi. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ø , ÏÂSSÅÄÉÎÑÑ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ, ŒÏÛÅÄÝÉÅ Œ ø_1 É ø_2 (ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ø_1∪ø_2 ÉÌÉ max(ø_1; ø_2)). ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, |I^b_a(f; ø ) − I^b_a(f; ø_1)| ¡ ”=2, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ø_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |I^b_a(f; ø_1) − I^b_a(f; ø_2)| ¡ ”, É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ. ôÅÐÅÒØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÏÌÎÏÔÙ R.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÔÏ f ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 6

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ Œ ÔÏÞËÅ c ∈ [a; b]. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÅÌ f^′(c) = lim_{x→c}(f(x) − f(c))=(x − c) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ R_c(x) = (f(x) − f(c))=(x − c) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ c: m ≤ R_c(x) ¡ M . ôÏÇÄÁ |f(x) − f(c)| ¡ max(M; m) |x − c| É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(x) → f(c) ÐÒÉ x → c.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Œ ÔÏÞËÅ x_∗ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ: f(x_∗) ≥ f(x) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_∗. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ f^′(x_∗) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ f^′(x_∗) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (f(x) − f(x_∗))=(x − x_∗) ≤ 0 ÐÒÉ x ¿ x_∗ É ≥ 0 ÐÒÉ x ¡ x_∗ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x ∈ U ). ðÏÜÔÏÍÕ f^′(x_∗) = lim_{x→x∗} (f(x) − f(x_∗))=(x − x_∗) = 0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÅÒÅÎ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ x_∗ ∈ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(b) − f(a) = f^′(x_∗)(b − a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ g(x) = (f(b)−f(a))x−f(x)(b−a) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4. œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. åÓÌÉ g(x) ≠ const (Á ÉÎÁÞÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ), ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ x_∗ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ g(x). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 g^′(x_∗) = 0, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1). åÓÌÉ f^′(x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b], ÔÏ f(x) = const.

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ [a; b], [b; c] É [a; c], ÔÏ

∫_c a f(x) dx =

∫_b a f(x) dx+

∫_c b f(x) dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ø_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÔÒÅÚËÁ [a; c] Ó ÍÅÌËÏÓÔØÀ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë 0 É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ

∫_c a f(x) dx ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÎ ÒÁŒÅÎ lim_{n→∞} I^c_a(f; ø_n). ïÞÅŒÉÄÎÏ, I^c_a(f; ø_n) = I^b_a(f; ø^′_n) + I^c_b (f; ø^{′′}_n ), ÇÄÅ ø^′_n, ø^{′′}_n | ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ [a; b] É [b; c], ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø_n. îÏ lim_{n→∞} I^b_a(f; ø^′_n) =

∫_b a f(t) dt, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ø^{′′}_n .

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ). 1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ, ÔÏ^d_{dx}

∫_x a f(t) dt = f(x). 2) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f^′(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ

∫_b a f^′(t) dt = f(b) − f(a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ F (x)^{def}=

∫_x a f(t) dt. ôÏÇÄÁ (F (x+y)−F (x))=y =^1_y

∫_{x+y} x f(t) dt. ðÏÜÔÏÍÕ inf_{t∈[x;x+y]} f(t) ≤ (F (x+y)−F (x))=y ≤ sup_{t∈[x;x+y]} f(t). œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ lim_{y→0} inf_{t∈[x;x+y]} f(t) = f(x), É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g(x) =

∫_x a f^′(t) dt. œ ÓÉÌÕ ÐÕÎËÔÁ 1, g^′(x) = f^′(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b]. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 2), ÞÔÏ g(x) = f(x) + c, ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ g(a) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ c = −f(a), É ∫_b a f^′(t) dt = g(b) = f(b) − f(a).

ôÅÏÒÅÍÁ 7 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ X | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É f : X → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ q ¡ 1 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ a; b ∈ X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ %(f(a); f(b)) ¡ q%(a; b). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_{n+1} = f(x_n). üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: %(x_m; x_n) ¡ %(x_m; x_{m+1}) + · · · + %(x_{n−1}; x_n) ¡ (q^m + · · · + q^{n−1})%(x_0; f(x_0)). ðÏÓËÏÌØËÕ q ¡ 1, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ ÐÒÉ m; n ¿ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ q^m + · · · + q^{n−1} =^{qm−qn}_{1−q} ¡ ”=%(x_0; f(x_0)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÐÏÌÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ x_∗. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ x_{n+1} = f(x_n) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÑ x_∗ = f(x_∗) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.