íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 7

Abstract. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. ñŒÎÙÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R × R^n → R^n É ŒÅËÔÏÒ v = (v_1; : : :; v_n) ∈ R^n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (t; x_1; : : : ; x_n) ÉÍÅÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; v) ∈ R × R^n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_i. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ T ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : [0; T ] → R^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(t) = F (t; f(t)) É ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ f(0) = v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ R ¿ 0, ÞÔÏ ÐÒÉ |x − v| ¡ R ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ M . œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C = (C[0; 1])^n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÔÏÞËÅ v(t) ≡ v. ðÕÓÔØ f; g ∈ B; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ s(t; ø )^{def}= F (t; (1 − ø )f(t) + ø g(t)) − F (t; f(t)). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@s(t;ø)}_{@ø} ÒÁŒÎÁ

∑_n i=1 @F @x_i (t; (1 − ø )f(t) + ø g(t))(gi(t) − fi(t))

É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nM

∑_n

i=1 |g_i(t) − f_i(t)|. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |F (t; g(t)) − F (t; f(t))| = | | | ∫_1 0 @s(t;ø)

@ø dø | | | ≤ nM ∑_n i=1 |g_i(t) − f_i(t)|.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : B → B, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(f)(x) = v + ∫_x 0 F (t; f(t)) dt. òÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f^′(t) = F (t; f(t)), ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ f(0) = v, ÓÕÔØ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ûÁÒ B | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ f; g ∈ B ÉÍÅÅÍ %(A(f); A(g)) = max |A(f)(x) − A(g)(x)| ≤ M nx maxt ∈ [0; x] |f(t) − g(t)|, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; T ], ÇÄÅ T ¡ 1=M n. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÖÉÍÁÀÝÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ F : R^{nN+1} → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á v_0; : : : ; v_{N−1} ∈ R^n | ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ F ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÍ, ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒŒÏÊ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; v_0; : : : ; v_{N−1}) ∈ R^{nN+1}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ T ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎË- ÃÉÑ f : [0; T ] → R^n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f^{(N)}(t) = F (t; f(t); f^′(t); : : : ; f^{(N−1)}(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; T ], ÐÒÉÞÅÍ f(0) = v_0, : : : , f^{(N−1)}(0) = v_{N−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_{N−1} É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f^′ = f_1; f^′_1 = f_2; : : : ; f^′_{N−1} = F (t; f; f_1; : : : ; f_{N−1}) Ó ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ f(0) = v_0, : : : , f_{N−1}(0) = v_{N−1} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f; g : R → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ g ¿ 0. ðÕÓÔØ v ∈ R É ˘(ø ) =

∫_ø v dt=g(t). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ y(x) = ˘^{−1}(

∫_x 0 f(t) dt) 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõíáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 7

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = f(x)g(y) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y^′(0) = v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ˘^{−1} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ˘ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ). ðÏ ÔÅÏ- ÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ:y^′(x) =^1_{�′(y(x))} f(x) = f(x)g(y(x)). îÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ìÅÍÍÁ 1. òÑÄ exp(a) = ∑_∞ n=1 a^n=n! ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a Œ ÌÀÂÏÍ ÛÁÒÅ |a| ≤ R. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ K^n = o(n!) ÐÒÉ n → ∞ É ÌÀÂÏÍ K ¿ 0, ÉÍÅÅÍ |a^n=n!| ¡ 1=2^n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ a; |a| ≤ R. ôÏ- ÇÄÁ | | | ∑_q n=p a^n=n! | | | ≤ ∑_q n=p 1=2^n. îÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 1=2^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Ë 1), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ exp(a) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÛÁÒÅ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ B : R^n → R^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |Bv| ≤ M |v| ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ S = {w ∈ R^n | |w| = 1}, Á ÆÕÎËÃÉÑ f : S → R ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(w) = |Bw|. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S | ËÏÍÐÁËÔ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ), Á ÆÕÎËÃÉÑ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ: f(w) ≤ M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M É ŒÓÅÈ w ∈ S. ðÕÓÔØ ÔÅ- ÐÅÒØ v ≠ 0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ. ôÏÇÄÁ w^{def}= v= |v| ∈ S É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |Bv| = |v| |Bw| ≤ M |v|. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ A : R^n → R^n | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. òÅÛÅÎÉÅÍ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ y^′ = Ay Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ y(0) = v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ y(t) = exp(At)v, ÇÄÅ exp(B)^{def}= ∑_∞ k=1 B^k=k!.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ | | | ∑_q

k=p A^kt^kv=k! | | | ≤ ∑_q k=p M^kt^k |v| =k!

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M . éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÑÄ exp(At) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÀ ëÏÛÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ t ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ôÅÐÅÒØ:^d_{dt} exp(At)v = lim_{ø→0}(exp(At+Aø )−exp(At))v=ø = lim_{ø→0} lim_{N→∞}

∑_N k=1 A^kv((t+ø )^k −t^k)=ø = lim_{N→∞} lim_{ø→0}

∑_N k=1 A^kv((t+ø )^k −t^k)=ø = ∑_∞ k=1 A^kvt^{k−1}=(k−1)! = A exp(At)v.