íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 8

Abstract. æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ É Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : R → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ n − 1-Ê ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, Á Œ ÎÕÌÅ | ÔÁËÖÅ É n-ÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(0) = f^′(0) = · · · = f^{(n)}(0) = 0. ôÏÇÄÁ f(x) = o(x^n) ÐÒÉ x → 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ n = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ: ÅÓÌÉ f(0) = 0 É 0 = f^′(0) = lim_{x→0}(f(x) − f(0))=x = lim_{x→0} f(x)=x, ÔÏ f(x) = o(x) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ðÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÏÞËÉ ¸_1(x) ∈ [0; x], ¸_2(x) ∈ [0; ¸_1(x)] ⊂ [0; x], : : : , ¸_{n−1}(x) ∈ [0; ¸_{n−2}(x)] ⊂ · · · ⊂ [0; x] ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x) = f(x) − f(0) = f^′(¸_1(x))x = (f^′(¸_1(x)) − f^′(0))x = f^{′′}(¸_2(x))x^2 = · · · = f^{(n−1)}(¸_{n−1}(x))x^{n−1}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ n = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, f^{(n−1)}(¸_{n−1}(x)) = o(¸_{n−1}(x)) = o(x) ÐÒÉ x → 0, ÏÔËÕÄÁ f(x) = o(x)x^{n−1} = o(x^n).

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ). ðÕÓÔØ f : R → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀ- ÝÁÑ Œ ÔÏÞËÅ 0 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x) = c_0 + c_1x + · · · + c_nx^n + o(x^n) ÐÒÉ x → 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ c_k =^1_{k!} f^{(k)}(0) ÐÒÉ ŒÓÅÈ k = 0; : : : ; n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ g(x) = f(x)−(f(0)+f^′ (0)x+f^{′′}(0)x^2=2+· · ·+f^{(n)}(0)x^n=n!) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÌÅÍÍÙ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ o(x^n) ÐÒÉ x → 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ f(x) = c_0 + c_1x + · · · + c_nx^n + o(x^n) ÐÒÉ x → 0, ÔÏ (c_0 − f(0)) + (c_1 − f^′(0))x + (c_2 − f^{′′}(0)=2)x^2 + · · · + (c_n − f^{(n)}(0)=n!)x^n = o(x^n) ÐÒÉ x → 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ 0 ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ ÔÏÞËÕ a ∈ R | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (x − a)^n.

ðÒÉÍÅÒ 1. (ŒÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÉ x → 0)

e^x =

∑_n

k=0 x^k=k! + o(x^n) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n; sin x =

∑_n

k=0(−1)^kx^{2k+1}=(2k + 1)! + o(x^{2n+2}) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n; cos x =

∑_n

k=0(−1)^kx^{2k}=(2k)! + o(x^{2n+1}) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n; (1 + x)^ff =

∑_n

k=0 x^k · ff(ff − 1) : : :(ff − k + 1)=k! + o(x^n) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ff ∈ R (ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ);

arctg x =

∑_n

k=0(−1)^kx^{2k+1}=(2k + 1) + o(x^{2n+2}) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n;

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ tg x ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ô.ÎÁÚ. ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ). æÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉÍÅÒÁ 1 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ (ŒÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÉ x → 0): tg x = sin x= cos x = (x−x^3=6+o(x^4))=(1− x^2=2 + o(x^3)) (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ 3 ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ sin É cos) = (x − x^3=6 + o(x^4))(1 + x^2=2 + o(x^4)) (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ff = −1) = x + x^3=2 − x^3=6 + o(x^4) = x + x^3=3 + o(x^4). ïÔÓÀÄÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{x→0}(tg x − x)=(arctg x − x) = lim_{x→0}(x^3=3 + o(x^4))=(−x^3=3 + o(x^4)) = −1.

ðÒÉÍÅÒ 3. f(x)^{def}= e^{−1=x2} = o(x^n) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n, x → 0. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ e^t = o(1=t^n) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n É t → −∞. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ: ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÎÕÌÅÍ ÐÒÉ x = 0. ôÏÇÄÁ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ n É ÐÒÉ x ≠ 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f^{(n)}(x) = P_n(x)e^{−1=x2} , ÇÄÅ P_n | ÄÒÏÂÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á f^{(n)}(0) = 0.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : R× R^n → R, É ÞÁÓÔÎÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@f(x;y)}_{@x} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. ôÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ^1_ffi (f(x + ffi; y) − f(x; y)) →^{@f(x;y)}_{@x} (x; y) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ ÐÏ y ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÅ K ⊂ R^n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ `(y); 0 ¡ `(y) ¡ 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ^1_ffi (f(x + ffi; y) − f(x; y)) =^{@f}_{@x} (x + `(y)ffi; y). æÕÎËÃÉÑ^{@f(x;y)}_{@x} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U × K, ÇÄÅ U | ÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ^{@f}_{@x} (x + `(y)ffi; y) → @f @x (x; y) ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ f : R^2 → R. åÓÌÉ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@2f}_{@x@y} É^{@2f}_{@y@x} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 8

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.^{@2f}_{@x@y} = lim_{ffi→0}^1_ffi (^{@f}_{@x} (x; y + ffi) −^{@f}_{@x} (x; y)) = lim_{ffi→0} lim_{œ→0}^1_{œffi} (f(x + œ; y + ffi) − f(x + œ; y) − f(x; y + ffi) + f(x; y)). œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÌÅÍÍÁ 2) ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ). ðÕÓÔØ f : R^n → R ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÄÏ m-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ŒËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ f(x) = ∑_m k=0 ∑ i_1+···+i_n=k 1 k! @^kf @x^{i1}_1 :::@x^{in}_n (0)x i_1

1 : : : x^{in}_n + o( |x|^n).

îÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 Ë ÆÕÎËÃÉÉ g(t) = f(t; x_2; : : : ; x_n). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x_2; : : :; x_n, ÔÁË ÞÔÏ Ë ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ (ÉÍÅÀÝÉÍ ŒÉÄ^{@sf}_{@x}s_1 (0; x_2; : : :; x_n)) ÍÏÖÎÏ ÏÐÑÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 1, É Ô.Ä.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÉÍÅÅÔ n+1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; x] ⊂ R. ôÏÇÄÁ f(x) =

∑_n k=0 1 k! f^{(k)}(0)x^k+^1_{n!}

∫_x 0 f^{(n+1)}(¸)(x− ¸)^n d¸.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (n + 1)-ËÒÁÔÎÏÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ ŒÉÄÏÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ x ¡ 0.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ u; v : [a; b] → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ É v(x) ≥ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b]. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ ¸ ∈ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

∫_b a u(x)v(x) dx = u(¸)

∫_b a v(x) dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ m = inf_{[a;b]} u(x), M = sup_{[a;b]} u(x), ÔÏÇÄÁ m

∫_b a v(x) dx ≤

∫_b a u(x)v(x) dx ≤ M

∫_b a v(x) dx.

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ ¸ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ u.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÔÅÏÒÅÍÙ 3 | ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ n + 1 ÒÁÚ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; x]. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ¸ ∈ [0; x] ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |¸| ≤ |x| É f(x) = ∑_n k=0 1 k! f^{(k)}(0)x^k +^1_{(n+1)!} f^{(n+1)}(¸)x^{n+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÞÌÅÎÕ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÆÏÒÍÕÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 Ó u(¸) = f^{(n+1)}(¸), v(¸) = (x − ¸)^n.

ðÒÉÍÅÒ 4. e^x = ∑_∞ n=0 x^n=n! ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ R, ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [−a; a] ⊂ R. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ∈ [−a; a]. œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ¸; |¸| ¡ a ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ R_N (x)^{def}= e^x − ∑_N

n=0 x^n=n! = e^¸x^{N+1}=(N + 1)! ¡ e^aa^{N+1}=(N + 1)! → 0 ÐÒÉ N → ∞. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ x ∈ C É |x| ≤ a. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ÄÌÑ e^{|x|} ÓÈÏÄÉÔÓÑ), ÐÒÉÞÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ËÒÕÇÅ B_a = {x ∈ C | |x| ≤ a}. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ e^x ÐÒÉ x ∈ C ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÉÍ ÒÑÄÏÍ.