íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 9

Abstract. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ. ðÒÉÍÅÒÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ É ÉÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ). þÉÓÌÏ e ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ e = m=n; m; n ∈ N. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ 1=(n + 1)! ¡ e − 1 − 1 − 1=2! − ::: − 1=n! ¡ e=(n + 1)!. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1=n ¡ m(n − 1)! − n! − n! − ::: − 1 ¡ 1. îÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (1=n; 1) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÉÍÅÒ 1. sin x = ∑_∞ n=0(−1)^nx^{2n+1}=(2n + 1)! É cos x = ∑_∞ n=0(−1)^nx^{2n}=(2n)! ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ R. òÑÄÙ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ {x ∈ C | |x| ≤ a} (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÆÁËÔÏŒ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ). ðÒÉ x ∈ C ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÀÔ, ÞÔÏ sin x É cos x ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÑÄÏŒ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ: e^{ix} = cos x + i sin x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ C , Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, e^{2ßik} = 1 ÐÒÉ ∀k ∈ Z. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b_n ∈ R ÓÉÍŒÏÌÏÍ lim sup_{n→∞} b_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ∈ C É % = lim sup_{n→∞}^n √ |a_n|. òÑÄ ∑_∞ n=0 a_nx_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ x Œ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅ B_R = {x ∈ C | |x| ≤ R} ÒÁÄÉÕÓÁ R ¡ 1=%. ðÒÉ |x| ¿ 1=% ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ B_R, R ¡ 1=%. ôÏÇÄÁ |a_n| ¡ %^n, ÏÔËÕÄÁ |a_nx^n| ¡ (R%)^n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑_∞ n=0(R%)^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ (R% ¡ 1), ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |x| ¿ 1=%. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÏ ø , 1=% ¡ ø ¡ |x|. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |a_n| ¿ 1=ø^n É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |a_nx^n| ¿ 1. œ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

åÝÅ ÐÒÉÍÅÒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÑ Œ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ:

ðÒÉÍÅÒ 2. (1 + x)^ff = ∑_∞ n=0 x^n · ff(ff − 1) : : : (ff − n + 1)=n! ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ R; |x| ¡ 1 É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ff ∈ R; ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [−a; a] ÐÒÉ a ¡ 1. úÄÅÓØ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ | ÎÕÖÅÎ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉ x ¿ 0; ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅ ÐÒÉ x ¡ 0 ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. ïÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÅÓÔØ R_n(x) =^1_{n!} ff(ff−1) : : :(ff−n)

∫_x 0 (1+¸)^{ff−n−1}(x− ¸)^n d¸. ïÞÅŒÉÄÎÏ, (x − ¸)=(1 + ¸) ¡ x ÐÒÉ 0 ¡ ¸ ¡ x. ðÕÓÔØ b ∈ N É b ¿ |ff|, ÔÏÇÄÁ ff(ff − 1) : : : (ff − n)=(n + 1)! ¡ (n + b)^b. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ |R_n(x)| ¡ (n + b)^b(1 + a)^{ff−1}a^{n+1} → 0 ÐÒÉ n → ∞. òÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ff ¡ 0. íÅÎØÛÅ 1 ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÆÁËÔÁ, Á ÂÏÌØÛÅ ÔÏÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ x = −1 ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff ¿ 0, ÎÏ ff − N ¡ 0 ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ N ∈ N. ðÕÓÔØ a_n(ff) | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ ff. ôÏÇÄÁ a_n(ff − N ) = (ff − n) : : :(ff − n − N + 1)a_n(ff)=(ff(ff − 1) : : :(ff − N + 1)). ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_n(ff)=N^N | ¡ |a_n(ff − N )| ¡ |(n + N )^N a_n(ff)|, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ff É ff − N ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

ðÒÉÍÅÒ 3. ln(1 + x) = ∑_∞ n=0(−1)^nx^n=n ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ x; |x| ¡ 1 É ÐÒÉ x = 1. òÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [−a; a] ÐÒÉ a ¡ 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2 É ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ln^′(1 + x) = 1=(1 + x).

ðÒÉÍÅÒ 4. arctg x = ∑_∞ n=0(−1)^nx^{2n+1}=(2n + 1) ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ x; |x| ¡ 1 É ÐÒÉ x = 1. òÁÄÉÕÓ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 1, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [−a; a] ÐÒÉ a ¡ 1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ arctg^′ x = 1=(1 + x^2) É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 2.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÐÒÉÍÅÒÁ 3). ln 2 = 1 − 1=2 + 1=3 + 1=4 − : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = 1 Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉÍÅÒÁ 3.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3 (ÐÒÉÍÅÒÁ 4). ß=4 = 1 − 1=3 + 1=5 − 1=7 + : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. æÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ x = 1 Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÒÉÍÅÒÁ 4. 1

2íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôòìåëãéñ 9

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ e^{−1=x2} ÎÕÌÅŒÏÊ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x. åÇÏ ÓÕÍÍÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÁŒÎÁ ÎÅ e^{−1=x2} , Á ÎÕÌÀ !

ìÅÍÍÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b), ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], É g(a) ≠ g(b). ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ¸ ∈ [a; b], ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (f(a) − f(b))=(g(a) − g(b)) = f^′(¸)=g^′(¸).

œ ÓÌÕÞÁÅ g(x) ≡ x ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h(x) = (g(b)−g(a))f(x)+(f(a)−f (b))g(x), É ÐÕÓÔØ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓŒÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ m_1, Á ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ | Œ ÔÏÞËÅ m_2. ðÏÓËÏÌØËÕ h(a) = h(b)(= g(b)f(a) − f(b)g(a)), ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË m_1; m_2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÕ (a; b). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ¸. ôÏÇÄÁ h^′(¸) = 0 ⇔ (f(a) − f(b))=(g(a) − g(b)) = f^′(¸)=g^′(¸).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÐÒÁŒÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÅÊ ŒÉÄÁ 0=0). ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b) ⊂ R. ðÕÓÔØ lim_{x→a} f(x) = lim_{x→a} g(x) = 0, Á lim_{x→a} f^′(x)=g^′(x) = A, ÇÄÅ A ∈ R. ôÏÇÄÁ lim_{x→a} f(x)=g(x) = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f É g ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ a É f(a) = g(a) = 0. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n → a. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸_n, ÞÔÏ ¸_n ∈ [a; x_n] É f(x_n)=g(x_n) = (f(x_n) − f(a))=(g(x_n) − g(a)) = f^′(¸_n)=g^′(¸_n). ôÏÇÄÁ ¸_n → a É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, f(x_n)=g(x_n) = f^′(¸_n)=g^′(¸_n) → A ÐÒÉ n → ∞. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ lim_{x→a} f(x)=g(x) = A.

ðÒÉÍÅÒ 6. lim_{x→0}(tg x − x)=(arctg x − x) = lim_{x→0}^{1= cosx −1}_{1=(1+x2)−1} = lim_{x→0}^{2 sin x= cos3 x}_{−2x=(1+x2)2} =

lim_{x→0}^{(2 cos4 x+6 cos2 x sin2 x)=(cos6 x)}

−(2(1+x^2)^2 −4x^2(1+x^2))=(1+x^2)^4 = −1.