œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÇÒÁÆÏŒ É ÕÚÌÏŒ. ìÅËÃÉÑ 3. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÁÆÏŒ

1 óÐÉÎÏÒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÁÆÏŒ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ŒŒÅÄÅÎÉÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÇÒÁÆÅ | ÅÇÏ "ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ", ÚÁÄÁÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ. óÐÉÎÏÒÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C ÃŒÅÔÏŒ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {1; : : :; c}) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ w : C × C → K ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ËÏÌØÃÏ K. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ` ÜÔÏ ÐÒÉ- ÓŒÏÅÎÉÅ ÃŒÅÔÁ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÇÒÁÆÁ, Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ : V (`) → C. úÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÐÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÎÁ ÇÒÁÆÅ ` ÒÁŒÎÏ

Z(`) = ∑ œ ∏ {A;B}∈E(�)

w(œ(A); œ(B)): (1)

úÄÅÓØ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÇÒÁÆÁ, Á ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ `. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏÍ ÇÒÁÆÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1.1 (þÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ É ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ) 1) óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ Œ ÇÒÁÆÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ w(s; t) = ff ÄÌÑ ŒÓÅÈ s; t ∈ C, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ`

Z(`) = c^{|V (�)|}ff^{|E(�)|}:

åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = 1, ÔÏ ÍÙ ŒÙÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÇÒÁÆÅ, Á ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÏÄÉÎ ÃŒÅÔ, ÔÏ | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ.

2) þÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ. ðÏÌÏ- ÖÉÍ w(s; s) = ff É w(s; t) = 0, ÅÓÌÉ s ≠ t. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ`

Z(`) = c^{b0(�)}ff^{|E(�)|};

ÇÄÅ b_0(`) | ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ `.

ðÒÉÍÅÒ 1.2 (èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÄÌÑ ÈÒÏÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ w(s; t) = 0, ÅÓÌÉ s = t, É w(s; t) = 1 ÐÒÉ s ≠ t. óÏÓÔÏÑÎÉÅ œ : V (`) → C ÄÁÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒËÌÁÄ Œ (1) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÆÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1.3 (íÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ É ðÏÔÔÓÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏ- ÄÅÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÍÏÄÅÌÉ M_{ff;fi}. ôÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ff; fi ∈ K ËÏÌØÃÁ K: ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ w(s; s) = ff É w(s; t) = fi ÐÒÉ s ≠ t. íÏ- ÄÅÌØ M_{ff;fi} ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÍÏÄÅÌØ ðÏÔÔÓÁ P_ff, ÅÓÌÉ K = C, ff ≠ 0 É fi = ff^{−1}. íÏÄÅÌØ éÚÉÎÇÁ I_ff ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÄÅÌØ ðÏÔÔÓÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ c = 2, Ô.Å. ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÄŒÅ ËÒÁÓËÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ M_{ff;fi} ÎÁ ÇÒÁÆÅ-ÏÔÒÅÚËÅ K_2 ÒÁŒÎÏ

M_{ff;fi}(K_2) = cff + c(c − 1)fi;

ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ðÏÔÔÓÁ

P_ff(K_2) = cff + c(c − 1) ff É ÍÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ I_ff(K_2) = 2 ( ff + 1 ff ) : óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 1.4 íÏÄÅÌØ M_{ff;fi} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÀ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ôÁÔÔÁ:

M_{ff;fi}(`) = fiM_{ff;fi}(`^′_e) + (ff − fi)M_{ff;fi}(`^{′′}_e )

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ` É ÌÀÂÏÇÏ ÚŒÅÎÁ e Œ ÎÅÍ.

œÏÔ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ. ïÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÍÏÄÅÌØ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ Œ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. œ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÒÁÆ ` ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÒÉÓÔÁÌ- ÌÉÞÅÓËÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ. åÅ ŒÅÒÛÉÎÙ | ÁÔÏÍÙ | ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ, É Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÌÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÌÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ, ÒÅÂÒÕ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ, ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ −L ÉÌÉ +L ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ L. åÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ œ(A) ËÁÖÄÏÇÏ ÁÔÏÍÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ÒÁŒÎÁ

E(`; œ) = −L ∑ {A;B}∈E(�)

”(œ(A); œ(B));

ÇÄÅ ”(c_1; c_2) ÒÁŒÎÏ +1, ÅÓÌÉ c_1 = c_2 É −1 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÒÉÓÔÁÌÌ ÐÒÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ T ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ œ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ exp(−(1=kT )E(`; œ)), ÇÄÅ k | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ âÏÌØÃÍÁÎÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ exp L kT ∑ {A;B}∈E(�)

”(œ(A); œ(B)) = ∏ {A;B}∈E(�) exp ( L kT ”(œ(A); œ(B)) ) :

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = exp(L=kT ) É w(s; t) = ff ÐÒÉ s = t É w(s; t) = ff^{−1} ÐÒÉ s ≠ t, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÄÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ë ÍÏÄÅÌÉ éÚÉÎÇÁ.

2 œÅÒÔÅËÓÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÐÉÎÏÒÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, Œ ŒÅÒÔÅËÓÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏËÒÁÓËÁ ÒÅÂÅÒ, Á ÎÅ ŒÅÒÛÉÎ. œÅÒÔÅËÓÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÃŒÅÔÏŒ C É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ w_k : C^k → K ÉÚ k-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K. óÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø : E(`) → K ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ` Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÁÓÏË. úÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÐÏ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÒÁŒÎÏ ∑ ø :E(�)→C ∏ A∈V (�)

w_{v(A)}(ø(e^A_1 ); : : :; ø(e^A_{v(A)})):

úÄÅÓØ A ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ `, ÞÅÒÅÚ v(A) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÙ A, Á e^A_1 ; : : :; e^A_{v(A)} | ÒÅÂÒÁ, ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÅ A, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

ðÒÉÍÅÒ 2.1 (ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÅÒÛÉÎ) ðÏÌÏÖÉŒ w_k(c_1; : : :; c_k) = s_k ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÒÔÅËÓÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ `:

c^{|E(�)|}s^{n0 (�)}_0 s^{n1 (�)}_1 s^{n2 (�)}_2 : : :;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ n_i(`) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ i Œ `.

ðÒÉÍÅÒ 2.2 (ÒÅÂÅÒÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ) åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ w_k(c_1; : : :; c_k) ÒÁŒÎÙÍ 1, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c_1; : : :; c_k ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÒÅÂÅÒÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏŒ, Ô.Å. ÔÁËÉÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÒÅÂÅÒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÌÀÂÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ ÒÅÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÐÅÔÌÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2.3 (ÐÏÔÏËÏŒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) œÅÒÔÅËÓÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÌÅÇËÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ Ë ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ w_k : C^k → K ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÅÓÁ ŒÉÄÁ

w_{k;l} : C^k × C^l → K;

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ` ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∑ ø :E(�)→C ∏ A∈V (�)

w_{k;l}(ø(a^{A−}_1 ); : : :; ø(a^{A−}_{k(A)}); ø(a^{A+}_1 ); : : :; ø(a^{A+}_{l(A)}));

ÇÄÅ k(A) (ÓÏÏÔŒ., l(A)) | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ A (ÓÏÏÔŒ., ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÅ), Á a^{A−}_i (ÓÏÏÔŒ., a^{A+}_j ) ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÒÅÂÒÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ A (ÓÏÏÔŒ., ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÅ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ C | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ c = ˘ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÌÏÖÉŒ, w_{k;l}(c^−_1 ; : : :; c^−_k ; c^+_1 ; : : :; c^+_l ) = 1, ÅÓÌÉ ŒÓÅ c^−_i ; c^+_j ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É c^−_1 + : : : + c^−_k = c^+_1 + : : :+c^+_l , É ÎÕÌÀ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ŒÅÒÔÅËÓÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Œ ÐÏÔÏËÏŒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.