œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÇÒÁÆÏŒ É ÕÚÌÏŒ. ìÅËÃÉÉ 4 É 5. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÇÒÁÆÏŒ

1 áÌÇÅÂÒÁ èÏÐÆÁ ÇÒÁÆÏŒ

1.1 óÔÒÕËÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÙ

âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÁ- ÆÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍÉ: ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓŒÑÚÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÇÒÁÆÏŒ ÒÁŒÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏŒ. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÉÓÕÝÅ ÂÏÌØÛÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÎÁŒÅÌ ôÁÔÔÁ ÎÁ ÍÙÓÌØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏŒ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ, Á ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ | ËÁË ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÑÚÙËÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÏŒÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÏÌÅ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Á ÎÅ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z) É ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÌÇÅÂÒÅ ÇÒÁÆÏŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1 áÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÁÆÏŒ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉ- ÃÅÊ ÎÁÄ C, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓŒÑÚÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÏŒ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ.

ðÒÉÍÅÒ 1.2 îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÁÌÇÅÂÒÙ G:

7ßK_4 − (2 − √ −1)C_5 + 3 4 C_{12}:

îÁ ÐÒÁËÔÉËÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÁÍ ÒÅÄËÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÔÁÌËÉŒÁÔØÓÑ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÁÍÉ.

œ ÁÌÇÅÂÒÅ G ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ G_n, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÇÒÁ- ÆÁÍÉ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ G_0 ÍÙ ÂÅÒÅÍ ÓÁÍÏ ÐÏÌÅ C | ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÐÕÓÔÙÍ ÇÒÁÆÏÍ). éÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ (ËÁË ÓŒÑÚÎÙÈ, ÔÁË É ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ) ÇÒÁÆÏŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÒÉ ÍÁÌÙÈ n ÅÅ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ G_n ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ G; ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

G = G_0 ⊕ G_1 ⊕ G_2 ⊕ : : : : (1)

üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ g = g_0 + g_1 + g_2 + : : :;

ÇÄÅ g_i ∈ G_i, É ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ G_k É G_l ÌÅÖÉÔ Œ G_{k+l}. äÒÕÇÉÍÉ, ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÚÌÏÖÅ- ÎÉÅ (1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ G, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÕŒÁÖÁÅÔ ÜÔÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÂÕËŒÏÊ m ÉÌÉ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÏÄÒÑÄ. ðÒÁŒÉÌØÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÇÒÁ- ÄÕÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ Œ ÓÁÍÕ ÁÌÇÅÂÒÕ:

m : G ⊗ G → G; m : G_k ⊗ G_l → G_{k+l}:

òÏÌØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÁÌÇÅÂÒÙ G ÉÇÒÁÅÔ ÐÕÓÔÏÊ ÇÒÁÆ. åÄÉÎÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ e : G → C, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ G_0 É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Œ ÎÕÌØ ŒÓÅ G_i ÐÒÉ i ¿ 0.

1.2 óÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÁÌÇÅÂÒÙ

ðÏÎÑÔÉÑ ËÏÁÌÇÅÂÒÙ, ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÌÇÅÂÒÙ èÏÐÆÁ ŒÏÚÎÉËÌÉ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ. åÓÌÉ A | ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ Ë ÎÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A^∗ (Ô.Å. ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ A → C) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. üÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ

¯ : A^∗ → A^∗ ⊗ A^∗;

ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

¯(f)(a ⊗ b) = f(m(a; b))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ∈ A^∗ É ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ,

A = A_0 ⊕ A_1 ⊕ A_2 ⊕ : : :;

ÔÏ É ÁÌÇÅÂÒÁ A^∗ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ:

A^∗ = A^∗_0 ⊕ A^∗_1 ⊕ A^∗_2 ⊕ : : ::

(œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍ ÓÅÊÞÁÓ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ.) ëÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÕŒÁÖÁÅÔ ÇÒÁ- ÄÕÉÒÏŒËÕ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ:

¯ : A^∗_n → A^∗_0 ⊗ A^∗_n ⊕ A^∗_1 ⊗ A^∗_{n−1} ⊕ : : : ⊕ A^∗_n ⊗ A_0:

œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÏÂÙÞÎÏ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

éÎÏÇÄÁ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÅÂÒÏÊ A É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ A^∗ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ôÁË ÂÙŒÁÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, É ÄÌÑ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ðÕÁÎËÁÒÅ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A Ó ÄŒÕÍÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ | ÁÌÇÅÂÒÙ É ËÏÁÌÇÅÂÒÙ, ÉÌÉ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÁÌÇÅÂÒÙ, Á ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ.

îÁ ÁÌÇÅÂÒÅ G ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÁÌÇÅÂÒÙ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. äÌÑ ÇÒÁÆÁ ` É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ J ⊂ V (`) ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J(`) ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ ` ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÁÈ J, Ô.Å. ÐÏÄÇÒÁÆ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ

¯( ) = 1⊗ + 2 ⊗ + ⊗

+ ⊗ + 2 ⊗ + ⊗ 1

òÉÓ. 1: ëÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ

Ó J, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÂÅÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ `, ÏÂÁ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ J. ðÏÌÏÖÉÍ ¯(`) = ∑ I⊔J=V (�)

I(`) ⊗ J(`): (2)

ðÒÉÍÅÒ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 1.

ëÏÅÄÉÎÉÃÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ” : C → G, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ C → G_0.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.3 ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G Ó ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÎÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ É ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÇÄÅ ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÏÂÒÁÚ ¯(g) ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ G ⊗ G → G ⊗ G, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÅÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ, x ⊗ y → y ⊗ x.

ðÒÉÍÅÒ 1.4 (ÐÏÌÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É ÌÅÓÁ) ðÏÄÁÌÇÅÂÒÁ Œ G, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ÇÒÁ- ÆÁÍÉ K_i, i = 1; 2; : : :, ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. îÁ ÐÏÌÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

¯(K_n) = n∑ i=0 ( n i ) K_i ⊗ K_{n−i}:

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÙ Œ G ÄÁÅÔ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÌÅÓÏŒ { ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÇÒÁÆÏŒ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 1.5 (ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ) óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ H. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ C[H] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ ∑ c_ih_i, ÇÄÅ c_i ∈ C, h_i ∈ H; ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎ- ÄÕÃÉÒÏŒÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ ÇÒÕÐÐÅ. ëÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÇÒÕÐÐÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¯(h) = h ⊗ h; ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

2 ðÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ŒÙÇÌÑÄÑÔ "ÐÒÏÝÅ" ÄÒÕÇÉÈ. ïÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ.

ðÒÉÍÅÒ 2.1 (ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ C[x_1; : : :; x_n]. œ ÎÅÊ ÌÅÇËÏ ŒŒÅÓÔÉ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÌÏÖÉŒ ¯(x_l) = 1 ⊗ x_l + x_l ⊗ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_l. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÏÎÏÍÁ y_1 : : : y_k, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ y_i ÒÁŒÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ x_l, ÒÁŒÎÏ

¯(y_1 : : : y_k) = ∑ I⊔J={1;:::;k} ∏ i∈I y_i ⊗ ∏ j∈J y_j :

ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÁ: ÏÎÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓŒÏÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. üÔÕ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ, ÕËÁÚÁŒ ŒÅÓ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÍ | ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÅÓÁ ÎÅ ŒÙÛÅ N ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ N. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2 üÌÅÍÅÎÔ p ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ

¯(p) = 1 ⊗ p + p ⊗ 1:

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_i Œ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÙÍÉ. üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÎÅÊ: ÌÀÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ. œÏÏÂÝÅ, ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉ- ÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ.

œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÔÁËÖÅ ÇÒÁ- ÄÕÉÒÏŒÁÎÏ, P = P_1 ⊕ P_2 ⊕ P_3 ⊕ : : :;

ÇÄÅ P_i | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ i. ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÁ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÎÅ Ó ÎÕÌÑ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ¯(1) = 1 ⊗ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.

åÓÌÉ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÅÓÁ Œ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉ- ÁÌÇÅÂÒÅ ŒÍÅÓÔÏ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÂÕÄÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.4 (íÉÌÎÏÒ{íÕÒ) åÓÌÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ p_{i1}; : : :; p_{iki} Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ P_i, i = 1; 2; : : : ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÜÔÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ C[p_{11}; : : :; p_{1k1} ; p_{21}; : : :] Ó ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ p_{ij} ÒÁŒÎÏÊ i.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.5 œ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔØ ÁÎÔÉÐÏÄ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ p → −p, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ. âÉÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÁÎÔÉÐÏ- ÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ èÏÐÆÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÎÉÖÅ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ èÏÐÆÁ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÈ ÐÒÏÓÔÏ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁÍÉ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÁÆÏŒ G ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÔ ÓŒÏÉÈ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6 îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ P(G_n) ÐÒÉ n = 1; 2; 3; 4.

ðÏÍÉÍÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÁÖÄÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ D_n. üÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÍÉ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ xy, ÇÄÅ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y ÍÅÎØÛÅ n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÅÓÁ n, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 1. üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ P_n ⊕ D_n ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÇÏ É ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ÄÌÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.7 òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ P(G_n) ÐÏ- ÒÑÄËÁ n Œ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÇÒÁÆÏŒ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.8 (Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ) ðÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ d_1; d_2; : : : ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n-ÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ ÐÒÉ t^n Œ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ 1 (1 − t)^{d1} (1 − t^2)^{d2} (1 − t^3)^{d3} : : : : üÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ d_i, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚŒÅÓÔÎÙ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ Œ ŒÉÄÅ P_n ⊕D_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÒÏÓÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÀÂÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÞÁÓÔØ. äÌÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ ÏÎÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.9 ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß_n : G_n → G_n, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ß_n : ` → ` − 1! ∑ I_1⊔I_2=V (�)

I_1(`)I_2(`) + 2! ∑ I_1⊔I_2⊔I_3 =V (�)

I_1(`)I_2(`)I_3(`) − : : : ;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÄÕÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ V (`) ÇÒÁÆÁ ` ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÄÏÌØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ß_4( ) = − 4 − 2

+ 8 − 3

òÉÓ. 2: ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ 4-ÃÉËÌÁ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

ðÒÉÍÅÒ 2.10 òÅÚÕÌØÔÁÔ ß_4(C_4) ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ C_4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11 œÙÐÉÛÉÔÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ Ó ÞÉÓÌÏÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4 ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÄÀÂÏÇÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÇÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

ðÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ A = A_0 ⊕ A_1 ⊕ : : : { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÂÉÁÌ- ÇÅÂÒÁ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom(A; K) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A → K, ÇÄÅ K { ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ C. îÁ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ:

’_1’_2(a) = m_K (’_1 ⊗ ’_2)¯(a);

ÇÄÅ m_K { ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ K. ðÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A → A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÁÌÇÅÂÒ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ’ = 1 + ’_0, ÇÄÅ ’_0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÎÁ A_0. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÌÏÇÁÒÉÆÍ

log(’) = log(1 + ’_0) = ’_0 − 1 2 ’^2_0 + 1 3 ’^3_0 − : : : :

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ’_0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÎÁ A_0, ÐÏÜÔÏÍÕ ’^2_0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÎÁ A_0 ⊕ A_1, ’^3_0 ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÎÁ A_0 ⊕ A_1 ⊕ A_2, É Ô.Ä. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ log(’)a ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ log(’) : A → A ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.13 (Schmitt) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : A → A, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÇÏÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÁÌÇÅÂÒ, ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ A Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ P (A). ìÏÇÁÒÉÆÍ log(I) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ I : G → G ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ß : G → P (G).

îÁÐÒÉÍÅÒ, log(I)(K_2) = I_0(K_2) − 1 2 I^2_0 (K_2) = K_2 − K^2_1 :

A B − A B = A B − A B òÉÓ. 3: 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ

3 æÁËÔÏÒÁÌÇÅÂÒÙ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ

œ ÁÌÇÅÂÒÅ èÏÐÆÁ ÇÒÁÆÏŒ ÏÂÒÁÚÙ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÐÒÉ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁ- ÚÉÓÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óŒÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË ÖÅ ÓÌÏÖÎÏ, ËÁË É ÏÂÝÉÅ ÇÒÁÆÙ, É ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÐÒÏ ÎÉÈ Œ ÃÅÌÏÍ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. éÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÒÁÚÕÍÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÁËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ ÓÏÈÒÁÎÑÌ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ | ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÐÒÏÓÔÏ.

3.1 4-ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ

üÔÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ ÇÒÁÆÏŒ ÐÏ 4-ÞÌÅÎÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ` − `^′_{AB} = ~`_{AB} − ~`^′_{AB} : (3)

úÄÅÓØ ` | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, A; B ∈ V (`) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÎÅÍ. çÒÁÆ `^′_{AB} ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ` ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÒÅÂÒÁ AB, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÅÇÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Ô.Å., ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÑ ŒÅÒÛÉÎ A É B. ïÐÅÒÁÃÉÑ ` → ~`_{AB} ÍÅÎÑÅÔ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÅ Ë ŒÅÒÛÉÎÅ A ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ B, ÏÓÔÁŒÌÑÑ ŒÓÅ ÐÒÏÞÉÅ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Ë ÇÒÁÆÕ K_4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÅÒÛÉÎ A; B. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ: Õ ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ËŒÁÄÒÁÔÁ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÅÒÛÉÎ.

ðÒÉÞÉÎÙ ŒŒÅÄÅÎÉÑ 4-ÞÌÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ÉÎŒÁ- ÒÉÁÎÔÏŒ œÁÓÉÌØÅŒÁ ÕÚÌÏŒ.

ðÒÏÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ ÇÒÁÆÏŒ ÐÏ 4-ÞÌÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÏÎÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ | ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ | É ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ F_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ G_n ÐÏ 4-ÞÌÅÎÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.1 æÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

F = F_0 ⊕ F_1 ⊕ F_2 ⊕ : : :

ÓÎÁÂÖÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ, ÕÎÁÓÌÅÄÏŒÁÎÎÏÊ ÏÔ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁ- ÆÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3) ÕŒÁÖÁÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÇÒÁÆÏŒ. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ: 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÇÒÁÆ. œ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÒÁÆÏŒ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ; ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÞÅÒÅÚ V . þÌÅÎ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ I ⊂ V (`) Œ ËÏÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÇÒÁÆÁ `, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ¯_I (`):

¯_I (`) = I(`) ⊗ J(`);

ÇÄÅ J = V (`) \ I. åÓÌÉ ÏÂÅ ŒÅÒÛÉÎÙ A; B ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÏÄÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ V , ÔÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

I(`) − I(`)^′_{AB} = ~I(`)_{AB} − ~I(`)^′_{AB};

Á ÚÎÁÞÉÔ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I(`) − I(`^′_{AB}) = I(~`_{AB}) − I(~`^′_{AB} );

ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÞÌÅÎÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. äÌÑ J = V \ I ÉÍÅÅÍ

J(`) = J(`^′_{AB} ) = J(~`_{AB} ) = J(~`^′_{AB} ):

õÍÎÏÖÁÑ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÎÁ ÜÔÏÔ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ J(`), ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÎÕÖÎÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

¯_I (`) − ¯_I (`^′_{AB} ) = ¯_I (~`_{AB} ) − ¯_I (~`^′_{AB} ):

úÁÍÅÎÁ I ÎÁ J ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÙÍ. åÓÌÉ ÖÅ ŒÅÒÛÉÎÁ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ I, Á ŒÅÒÛÉÎÁ B | ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ J, ÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÁÖÅ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ:

¯_I (`) = ¯_I (`^′_{AB} )

É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. óÕÍÍÉÒÕÑ ÞÌÅÎÙ ¯_I ÐÏ ŒÓÅÍ I ⊂ V , ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÂÕ- ÅÍÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ.

ðÒÉÍÅÒ 3.2 îÁ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ 4-ÞÌÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F_2 ÄŒÕÍÅÒÎÏ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÍ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÏ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÄŒÕÈ ÄŒÕŒÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ.

îÁ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÔÒÅÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÞÅÔÙÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÅ, ÓÍ. ÒÉÓ. 4. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F_3 ÔÒÅÈÍÅÒÎÏ. ðÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÒÉÍÉ- ÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ É ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ß_3(A_3).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3 ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ F_4 É F_5. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÉÈ É ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Œ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ.

A B − A B = A B − A B òÉÓ. 4: 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏŒ Ó 3 ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ

3.2 œÚŒÅÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ

òÁÓÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ŒÅÓÁ ŒÅÒÛÉÎ. ôÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÍ. œÅÓÏÍ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ŒÅÓÏŒ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ WG_n, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÁÍÉ ŒÅÓÁ n. éÈ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ WG = WG_0 ⊕ WG_1 ⊕ WG_2 ⊕ : : :

ÎÁÄÅÌÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ. é ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ- ÀÔÓÑ, ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ.

œŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ:

` = `^′_e + `^{′′}_e ; (4)

ÇÄÅ e | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `. üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ôÁÔÔÁ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÎÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ ` → `^{′′}_e ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ. ðÒÉ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÉ ÒÅÂÒÁ ÐÏÑŒÉŒÛÉÅÓÑ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ, Á ŒÅÓ ÎÏŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ŒÅÓÏŒ ÔÅÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÏÂÒÁÚÏŒÁÌÁÓØ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (4) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ: ŒÅÓÁ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÇÒÁÆÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. æÁËÔÏÒÉÚÕÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ WG ÐÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÕÀ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ

W = W_0 ⊕ W_1 ⊕ W_2 ⊕ : : : :

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ W ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ËÏËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÎÅ ÚÒÑ: ÂÉÁÌÇÅ- ÂÒÁ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ G. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → WG, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÔÏÔ ÖÅ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ŒÅÓÁÍÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁŒÎÙÍÉ 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ Ó ÆÁËÔÏÒÉ- ÚÁÃÉÅÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÂÉÁÌÇÅÂÒ, Á ÚÎÁÞÉÔ W ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ G.

îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ W, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÁÔÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4 âÉÁÌÇÅÂÒÁ W ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ C[s_1; s_2; : : :], ÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÊ ÐÒÉÓŒÏÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ s_i ŒÅÓÁ i, w(s_i) = i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË É Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ôÁÔÔÁ, ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÆ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÅÎ Œ W ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÇÒÁÆÏŒ ÂÅÚ ÒÅÂÅÒ: Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (4) ÓÔÏÑÔ ÇÒÁÆÙ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ, ÞÅÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÒÅÂÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÓÁ. óÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ŒÅÒÛÉÎÅ ŒÅÓÁ i ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ s_i, ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÇÒÁÆÕ ŒÅÓÁ n ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÚŒÅÛÅÎÎÏ- ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÅÓÁ n ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_i. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ | ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. üÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ:

W (`) = ∑ fl ∏ fl_i

(−1)^{fi1(fli)}s_{w(fli )}:

úÄÅÓØ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÏÓÔÏŒÎÙÍ ÐÏÄÇÒÁÆÁÍ fl ÇÒÁÆÁ `, Ô.Å. ÐÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ Œ E(`), ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓŒÑÚÎÙÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ fl_i ÇÒÁÆÁ fl, Á fi_1(fl_i) { ÃÉËÌÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ W ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ C_3 Ó ŒÅÓÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ a; b; c ÒÁŒÎÏ

W (C_3) = s_as_bs_c + s_{a+b}s_c + s_{a+c}s_b + s_{b+c}s_a + 2s_{a+b+c}:

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏŒÅÒÛÉÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ Ó ŒÅÒÛÉÎÏÊ ŒÅÓÁ n ÆÕÎËÃÉÑ W ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ s_n. ðÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ W ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ (4) É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ ÎÁ W, ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏŒÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÅÓÁ n ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂÒÁÚÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÂÒÁÚ ß_n(A_n) ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ-ÃÅÐÏÞËÉ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 3.5 çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ÇÒÁÆÏŒ Œ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (4) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ 4-ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ ÇÒÁÆÏŒ, Ô.Å. ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÃÅÐÏÞËÁ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏŒ G → F → W.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ. œ ÂÉÁÌÇÅÂÒÅ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ 4-ÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

` − `^′_{AB} = ~`_{AB} − ~`^′_{AB}

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÇÒÁÆÕ ÓÏ ÓÔÑÎÕÔÙÍ ÒÅÂÒÏÍ AB. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÇÒÁÆÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÅÓ ÎÏŒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁŒÅÎ 2. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁ- ÚÁÎÏ.

4 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ ŒÚŒÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ É ŒÓÅ ÍÕÄØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌÙ ÎÁ ÎÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó 4-ÂÉÁÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÁÆ: ÇÒÁÆÙ

` É ~`_{AB} ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÎÅ- ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ F^∗ { ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ É ÓÅÒÉÊ ÐÒÉÍÅ- ÒÏŒ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÑ ÞÔÏ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÇÒÁÆÏŒ ÏÎÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 4.1 (ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÀ ó. œ. äÕÖÉÎÁ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ËÁË ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÜÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.5, ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÔÑÇÉŒÁÎÉÑ ÒÅÂÒÁ AB Œ ÇÒÁÆÁÈ ` É ~`_{AB} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ, ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÇÒÁÆÙ. œÐÒÏÞÅÍ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ { ÐÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ôÁÔÔÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4.2 (ŒÅÒÛÉÎÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÌØÎÉËÉ) îÁÚÏŒÅÍ ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉËÏÍ Œ ÇÒÁÆÅ ` ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ŒÅÒÛÉÎ {A_1; A_2; A_3; A_4} ⊂ V (`), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (i; j; k; l) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ {i; j; k; l} = {1; 2; 3; 4} Œ ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÁ A_iA_j ; A_jA_k ; A_kA_l; A_lA_i. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ Q^v (`) ŒÅÒÛÉÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ÇÒÁÆÅ ` ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 3: ÏÂÁ ÇÒÁÆÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅÒÛÉÎÎÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉËÕ, ÔÏÇÄÁ ËÁË Œ ÇÒÁÆÁÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅÔ.

äÌÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ Q^v_4 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÇÒÁÆÏŒ, ÒÁŒÎÙÊ ÞÉÓÌÕ ŒÅÒÛÉÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÆÁÈ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÎÕÌÀ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÇÒÁÆÏŒÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ U, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙÊ 1 ÎÁ ŒÓÅÈ ÇÒÁÆÁÈ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ É ÆÕÎËÃÉÑ Q^v_4, É ÆÕÎËÃÉÑ U, ÑŒÌÑÀÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÅÒÔËÉ Q^v_4U ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Q^v_4U = Q^v. ïÞÅŒÉÄÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÅÎ.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Q^v ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÌÅŒÏÊ (ÓÏÏÔŒ., ÐÒÁŒÏÊ) ÞÁÓÔÉ 4-ÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ ŒÅÒÛÉÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ` (ÓÏÏÔŒ., Œ ~`_{AB} ), ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÍ ÎÁÂÏÒ ÒÅÂÅÒ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ AB. îÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Œ ` É Œ ~`_{AB} ÓÕÛÅÓÔŒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ.

ðÒÉŒÅÄÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.3 åÓÌÉ f { 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÇÒÁÆÏŒ Ó n ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ, f ∈ F^∗_n, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

F (`) = ∑ J f(J(`));

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ŒÓÅÍ n-ŒÅÒÛÉÎÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (`), ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÇÒÁÆÏŒ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4 (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ) éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÉ ÔÉÐÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ

ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ (ÞÔÏ ÂÙ ÜÔÏ ÎÉ ÚÎÁÞÉÌÏ). ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÔÅÔ ÐÒÏÐÏÒÆÉÏÎÁÌØÎÏ |V (`)|. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ n-ŒÅÒÛÉÎÎÙÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ, Á ÌÉÛØ ŒÓÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ n ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ.

ðÒÉÍÅÒ 4.5 (ÒÅÂÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2) òÅÂÅÒÎÙÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉËÏÍ Œ ÇÒÁÆÅ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ e_1; e_2; e_3; e_4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ Œ ÎÅÍ. þÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ ŒÚÑÔÏÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ÏÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÍ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÇÒÁÆÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÉÓ. 3 ÔÒÉ ÒÅÂÅÒÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÔÁËÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ- ÎÉË ÏÄÉÎ, Á Œ ÇÒÁÆÁÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÈ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅÔ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 4 (ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ n = 3). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E_k(`) ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒÎÙÈ k-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ `. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ 4-ÞÌÅÎÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ (ÓÏÏÔŒ., ÌÅŒÏÊ) ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒÎÙÈ k-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Œ ` (ÓÏÏÔŒ., Œ ~`_{AB} ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÅÂÒÏ AB.

œÏ ŒÓÑËÏÍ ÔÁËÏÍ k-ÕÇÏÌØÎÉËÅ ÅÓÔØ ÃÅÐÏÞËÁ CABD, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÃÅÐÏÞÅË Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁË C ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë B, Á D ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë A:

• C ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë B, Á D ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë A;

• C ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë B, Á D ÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë A;

• C ÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ Ë B.

òÅÂÅÒÎÙÅ k-ÕÇÏÌØÎÉËÉ Œ `, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó k-ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Œ ~`_{AB} , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÐÕÔØ CBAD. òÅ- ÂÅÒÎÙÅ k-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÇÒÁÆÁÈ. îÁËÏÎÅÃ, ÒÅÂÅÒÎÙÅ k-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ: ÃÅÐØ CABD ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÃÅÐØÀ CBAD. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒÎÙÈ k-ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÞÅÔÎÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÇÒÁÆÁÈ, É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4.6 (ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÅ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ) þÉÓÌÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ Œ ÇÒÁÆÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. ðÒÏŒÅÒËÕ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÏÝÎÙÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÇÏ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ m(`) ÒÁŒÎÙÍ 1 ÎÁ ÇÒÁÆÅ Ó ÄŒÕÍÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ, É 0 ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÄÁÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ

e^m = 1 + m 1! + m^2 2! + : : : :

õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓŒÅÒÔËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 4.7 (ËÏÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ) åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ `, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÍÕ ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ A(`) ÒÁÚÍÅÒÁ |V (`)| × |V (`)|. îÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÏÉÔ 1, ÅÓÌÉ i-ÁÑ É j-ÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, É 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.

íÁÔÒÉÃÁ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ Z_2. ôÏÇÄÁ ËÏÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÅÅ ÒÁÎÇÁ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ËÏÒÁÎÇ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÏÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ` Ë ~`_{AB} . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÅÒ- ÛÉÎÁ A ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ 1, Á ŒÅÒÛÉÎÁ B { ÎÏÍÅÒ 2, ÔÏ A(~`_{AB} ) = C^T A(`)C, ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÃÁ C ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ C = 1 1 0 : : : 0 1 0 : : : 0 0 1 : : : : : : : : : : : : : : : ;

Á ÍÁÔÒÉÃÁ C^T ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ C ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4.8 ðÕÓÔØ N { ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ` → N^{corankA(�)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙÍ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ C[N].

5 ïÓÎÁÝÅÎÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ ÇÒÁÆÏŒÙÈ ÁÌÇÅÂÒ

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ É ÅÅ ËÏÒÁÎÇÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅ- ÎÉÑ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÁÆ | ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ. îÅÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÚŒÁÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÁË ÎÕÌÑÍÉ, ÔÁË É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏ- ÐÒÏÂÏŒÁÔØ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ | ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÐÉÓÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ Z_2, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÎÕÌÅÍ, ÔÁË É ÅÄÉÎÉÃÅÊ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ É ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ, ËÁË É Œ ÎÅÏÓÎÁÝÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÉÁÌÇÅÂÒÕ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁ- ÆÏŒ G^f .

þÅÔÙÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÅÇÏ ÐÒÅÖÎÉÊ ŒÉÄ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ` → ~`_{AB} ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ B ÒÁŒÎÏ 0, ÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É Œ ÎÅÏÓÎÁÝÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ B ÒÁŒÎÏ 1, ÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ A ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ É ÐÒÉÍÙËÁÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎ A É B ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ. ôÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÅÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅÍ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÚÁÍÅÎÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ C.

íÙ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÒÏŒÅÒËÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ G^f ÕŒÁÖÁÅÔ ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÅ 4-ÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, É ÞÔÏ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÆÁËÔÏÒÂÉÁÌÇÅ- ÂÒÁ F^f = F^f_0 ⊕ F^f_1 ⊕ F^f_2 ⊕ : : ::

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.1 îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F^f_k ÄÌÑ k = 1; 2; 3; 4.

ðÏÍÉÍÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÉÁÌÇÅÂÒÁ F^f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ, ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÄŒÕÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F → F. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÎÕ-

ÌÅŒÏÇÏ ÏÓÎÁÝÅÎÉÑ Õ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ `, ŒÔÏÒÏÊ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. ðÒÉ ŒÔÏ- ÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ` ÁÌØÔÅÒÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÈ ÏÓÎÁÝÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ Ó ÎÅÓÕÝÉÍ ÇÒÁÆÏÍ `. çÉÐÏÔÅÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ. œ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÔÁË ÜÔÏ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÐÏÄÎÑÔÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ŒÓÑËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ ÂÉÁÌÇÅÂÒÙ (F^f )^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ 4- ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÇÒÁÆÏŒ, É ÂÙÌÏ ÂÙ ÞÒÅÚŒÙÞÁÊÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 5.2 îÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ŒÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ Ó 4-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÇÒÁÆÅ ` ÒÁŒÎÏ ∑ œ (−1)^{sign(œ)}N^{corankA(�œ )};

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ A(`^œ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÉÍÙËÁÎÉÊ ÇÒÁÆÁ ` Ó ÏÓÎÁÝÅÎÉÅÍ œ, Á sign(œ) { ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÏÓÎÁÝÅÎÉÉ.