ôÒÉ ÌÅËÃÉÉ Ï ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ

á.í. ìÅŒÉÎ

îíõ, ÏÓÅÎØ 2001

ìÅËÃÉÑ 1

ñ ÎÅ ÓÍÏÇÕ Œ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉ-ËÕÒÓÅ ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÚÁÞÅÍ ŒŒÏÄÑÔ- ÓÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÁŒÔÏÒÉÔÅÔÙ. üÔÉÈ ÁŒÔÏÒÉÔÅÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÄÁÖÅ ÄŒÁ: üÊÌÅÒ É òÉÍÁÎ.

íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ. œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÍ ĂÐÒÉÎÃÉÐÏÍ áÒÎÏÌØÄÁĄ, ÜÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÏÞÎÙÍ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ŒŒÅÌ üÊÌÅÒ ÅÝÅ Œ XVIII ŒÅËÅ (ŒÐÒÏÞÅÍ, òÉÍÁÎ ÏÔËÒÙÌ ŒÁÖÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ É ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ Ó ÅÇÏ ÉÍÅÎÅÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏ).

éÔÁË, ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ı(s) = ∑ n⩾1 1 n^s

: (1)

äÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ s Ó Re(s) ¿ 1 ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ĂÈÏÒÏÛÅÊĄ (ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÉ (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ∫_∞ 1 dx=x^s = 1=(s − 1); ÎÅÌÉÛÎÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄ n^s ÐÒÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ s ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ e^{s ln n}).

õ ÒÑÄÁ (1) ÅÓÔØ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØÀ Œ ÜÊ- ÌÅÒÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

ı(s) = ∏ p ( 1 − 1 p^s )_{−1} ; ÇÄÅ p ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ: ÐÒÉ ÐÒÉ Re(s) ¿ 1 ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ı(s)).

îÁÉŒÎÏ (Œ ÄÕÈÅ üÊÌÅÒÁ) ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÔØ ÔÁË: ∑ 1 n^s = ∑ ff_1;:::;ff_n;:::

ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ff_i = 0 1 (p^{ff1}_1 · · · · · p^{ffk}_k : : : )^s = ∏ p ∞∑ ff=0 1 (p^ff)^s = ∏ p 1 1 −^1_{ps} :

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Œ XXI ŒÅËÅ ÔÁË ÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ: ÎÁÄÏ ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÔØ ÚÁËÏÎ- ÎÏÓÔØ ÐÒÏŒÅÄÅÎÎÙÈ ÍÁÎÉÐÕÌÑÃÉÊ, Á ÍÎÅ ÂÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ 1

ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Œ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÙŒÁÔØ ÓËÏÂËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ Œ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Re(s) ¿ 0, ÇÄÅ ÒÑÄ ∑ n⩾1 1 n^s , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÅÝÅ ÄÏ

òÉÍÁÎÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 1 n^s − ∫_{n+1} n dx x s = 1 n^s − 1 x^s_0 ; ÇÄÅ x_0 ∈ (n; n + 1); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 1 n^s − 1 x^s_0

= (x_0 − n) · s 1 y^{s+1}_0 ; ÇÄÅ y_0 ∈ (n; n + 1); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÁÍ, ÇÄÅ ÒÑÄ (1) É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÉÍÅÅÍ | | |ı(s) − 1 s − 1 | | | ⩽ | | | ∑( 1 n^s − ∫_{n+1} n dx x^s )| | ⩽ ∑ |s| |n^{s+1}| : òÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ Re(s) ¿ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ Re(s) ¿ 0 ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË:

ı(s) = 1 s − 1 + ( 1 n^s − ∫_{n+1} n dx x^s ) : (2)

åÓÌÉ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ 1=n^s É ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÔÏ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ı(s) É ÄÁÌÅÅ ŒÌÅŒÏ (ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ŒÓËÏÒÅ ÍÙ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ).

éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ŒÙŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÏÔ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ Re(s) ¿ 1, É ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÔÕ ŒÅÔŒØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙ):

ln ı(s) = − ∑ ln(1 − p^{−s}) = ∑ p ∞∑ k=1 1 kp^{sk} = ∑ p 1 p^s + ∑ p k⩾2 1 kp^{sk} :

œÔÏÒÏÊ ÉÚ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ s = 1: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,^1_{kpk} ¡^1_{pk} , É ∑ k⩾2 1 kp^k ¡ ∑ k⩾2 1 p^k = 1=p(p − 1). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÆÕÎËÃÉÑ ı(s)

ÉÍÅÅÔ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÙÑÓÎÉÌÉ, ÐÏÌÀÓ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÇÕÓÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÉÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÐÏÌÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.

ôÁËÖÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ß(x), ÒÁŒÎÏÊ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x: ÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ß(x) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ x= ln x.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÈÎÉËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÌÉ, ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ É ÔÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ É ÒÁÚÎÏÓÔØ | ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÅ òÉ- ÍÁÎÁ, ÎÏ üÊÌÅÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÐÒÏŒÅÌÉ, üÊÌÅÒÕ ÂÙÌÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ Ë ŒËÌÁÄÕ òÉ- ÍÁÎÁ.

òÉÍÁÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ:

• óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅ C (ËÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÌÀÓÏÍ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ);

• ı(1 − s) ÓŒÑÚÁÎÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Ó ı(s) (ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ĂÄÚÅÔÁ- ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀĄ). åÓÌÉ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ ı(s) ÎÁ ÐÒÏÓÔÏ ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ ¸(s) (ŒÓËÏÒÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÂÕ- ÄÅÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ ¸(1 − s) = ¸(s). ëÓÔÁÔÉ, ÆÕÎËÃÉÀ ¸(s) ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ.

æÁËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÍ: ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ. (äÌÑ ÁÎÁÌÏÇÏŒ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ, ÎÏ ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ ËÁË ÒÁÚ ÐÏÎÑÔÅÎ: ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ òÉÍÁÎÁ-òÏÈÁ ÄÌÑ ËÒÉŒÙÈ.)

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ òÉÍÁÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÈÉÔÒÙÍ: ÏÎÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ ÈÏÒÏÛÅÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÉ üÊÌÅÒÁ:

`(s) = ∫_∞ 0 x^se^{−x} dx x ; Re(s) ¿ 0

(ÚÁÐÉÓØ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ x Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÅ ŒÙÄÅÌÅÎ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÏÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ `(s) = (s − 1)`(s − 1),

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÐÒÉ Re(s) ¿ 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ (Á ÔÏÞÎÅÅ | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ) ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÏÌÁÇÁÑ `(s) = `(s + 1)=s, É Ô. Ä.

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ `(s)`(1 − s) = ß= sin ßs, ÎÏ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.

á ÔÅÐÅÒØ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÞÕÄÅÓÁ. õÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÁ `(s=2): ` ( s 2 ) ı(s) =` ( s 2 ) · ∞∑ n=1 1 n^s = ∞∑ n=1 ∫_∞ 0 1 n^s x^{s=2}e^{−x} dx x =

(ÓÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x = n^2y) = ∞∑ n=1 ∫_∞ 0 y^{s=2}e^{−n2 y} dy y = ∫_∞ 0 y^{s=2} ∞∑ n=1 e^{−n2 y}

~`(y) dy y :

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÏÂÍÁÎ: Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÒÑÄ ÄÌÑ ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ ~`(y) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ÚÎÁËÉ ÓÕÍÍÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

~`(y) ⩽^∞ ∑ n=1 e^{−ny} = e^{−y} 1 − e^{−y} : ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ~` ÕÂÙŒÁÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ, ÓÔÁ- ÌÏ ÂÙÔØ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ~` ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ, É ÎÁÛÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÓÕÍ- ÍÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ. œÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ ~` ÒÁÓÔÅÔ ÎÅ ÂÙÓÔÒÅÅ 1=y (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÐÏÚÖÅ, ÏÎÁ ÒÁÓÔÅÔ ËÁË 1=y^12 ) É ÐÒÉ Re s ¿ 2 ÒÑÄ ∑ y^{s−1}e^{−n2 y} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÌÕÞÅ [0; ∞) É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, É ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÖÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ.

òÁÚÏÂØÅÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ: ∫_∞ 0 y^{s=2} ∞∑ n=1 e^{−n2 y} dy y = ∫_T 0 y^{s=2} ∞∑ n=1 e^{−n2 y} dy y + ∫_∞ T y^{s=2} ∞∑ n=1 e^{−n2 y} dy y (3) (ÞÉÓÌÏ T ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÐÏÔÏÍ). éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ T ÄÏ ∞ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ s É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ s.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÒÀË.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ

ðÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ É ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ É ÓÁ- ÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ, É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÙÓÔÒÅÅ,

ÞÅÍ 1=|x|^N , ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N) ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÅ æÕÒØÅ ^f(p) = ∫_∞ −∞ f(x)e^{2ßipx}dx. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ∑ n∈Z f(n) = ∑ m∈Z ^f(m):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ðÕÁÓÓÏÎÁ. ðÏÌÏÖÉÍ F (x) = ∑ n∈Zf(x + n).

æÕÎËÃÉÑ F ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÅ ÒÑÄ æÕÒØÅ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ F (x) = ∑ m∈Za_me^{−2ßimx}. ðÒÉ ÜÔÏÍ

a_n =

∫_1 0 F (x)e^{2ßimx}dx =

∫_1 0 ∑ n f(x + n)e^{2ßimx}dx = = ∑ n ∫_1 0 f(x + n)e^{2ßimx}dx = ∑ n ∫_{n+1} n f(x)e^{2ßimx}dx = = ∫_∞ −∞ f(x)e^{2ßimx}dx = ^f (m):

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ F (0) = ∑ m ^f(m), É ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ Ë ÆÕÎËÃÉÉ

`(y) = 1 + 2~`(y) = ∑ n∈Z e^{−n2 y} :

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÍ f(x) = e^{−x2 y} , ÔÏÇÄÁ `(y) = ∑ n∈Zf(n). ëÁË ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏ, ^f(p) = √ ß=ye^{−(ß2 =y)p2} . ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÁËÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ:

`(y) = √ ß y ·` ( ß2 y ) : (4)

úÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ œÅÒÎÅÍÓÑ Ë ŒÙŒÏÄÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÇËÁ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ (3):

∫_T 0 y^{s=2} ∞∑ n=1 e^{−n2 y} dy y = 1 2 (∑ n∈Z ∫_T 0 y^{s=2}e^{−n2 y} dy y ) − 1 2 ∫_T 0 y^{s=2} dy y =

= 1 2 (∑ n∈Z ∫_T 0 y^{s=2}e^{−n2 y} dy y ) − T^{s=2} s ôÅÐÅÒØ ÓÄÅÌÁÅÍ Œ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÈ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÚÁÍÅÎÕ y = ß^2=u. œÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÔ ŒÉÄ − T^{s=2} s + ß^s 2 (∑ n∈Z ∫_∞ ß^2=T

u^{−s=2}e^{−n2 ß2=u} du u ) : (5) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4), ÉÍÅÅÍ ∑ n∈Z u^{−s=2}e^{−n2 ß2 =u} = ∑ n∈Z √ u ß u^{−s=2}e^{−n2 u}:

CÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (5) ÒÁŒÎÏ

− T^{s=2} s + ß^{s− 1}2 2 (∫ ∞ ß^2=T

u^{1−s2} `(u) du u ) = = − T^{s=2} s + ß^{s− 1}2 s − 1 (ß2 T ) 1−s_2 + ß^{s− 1}2 2 ∫_∞ ß^2 =T

u^{1−s2} ~`(u) du u ; ÇÄÅ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ `-ÒÑÄÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ m = 0. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ T = ß, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÂÅÝÁÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ¸(s) ÐÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ ¸(s) = ß^{−s=2}` ( s 2 ) ı(s)

É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ (3); ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

¸(s) = − 1 s + 1 s − 1

+ ß^{−s=2} ∫_∞ ß y^{s2} ~`(y) dy y + ß^{(s−1)=2} ∫_∞ ß u^{1−s2} ~`(u) du u : ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ É ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ¸(1 − s) = ¸(s), ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ¸(s) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ı(s)) ÎÁ ŒÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ òÉÍÁÎÁ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁ- ÎÉÊ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

¸(s) = ß^{−s=2}` ( s 2 ) ∏ p (1 − p^{−s})^{−1}:

úÎÁÞÉÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ŒÙÓÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ ß^{−s=2}`(s=2) ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÐÒÉÒÏÄÕ, ÞÔÏ É (1 − p^{−s})^{−1}. äÖ. ôÜÊÔ Œ ÓŒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ß^{−s=2}`(s=2) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÀ R, Á (1 − p^{−s})^{−1} | ÐÏÌÀ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Q_p).

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÄÁŒÁÊÔÅ ÏÂÓÕÄÉÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ¸(s). œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÒÉ Re(s) ¿ 1 ÏÎÁ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ Re(s) ¡ 0. äÁÌÅÅ, ÐÒÉ Re(s) ¿ 1 ÆÕÎËÃÉÑ ı(s) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ), ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÉ Re(s) ¿ 1 (Á ÔÁËÖÅ, Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ, ÐÒÉ Re(s) ¡ 0) Õ ÆÕÎËÃÉÉ ¸(s) ÎÕÌÅÊ ÎÅÔ, É ŒÓÅ ÅÅ ÎÕÌÉ ÓËÏÎÃÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÙ Œ ÐÏÌÏÓÅ 0 ¡ Re(s) ¡ 1.

úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÕÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ¸(s) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ Re(s) = 1=2. ïÎÁ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ ÞÉ- ÓÌÅÎÎÙÍÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÍÉ, ÎÏ ËÁË ÅÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÐÏÎÑÔ- ÎÏ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ üÐÛÔÅÊÎÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ı_{1k} (s) = ∑ (n_1 ;:::;n_k )∈Z^k (n_1;:::;n_k )≠(0;:::;0) 1 (n^2_1 + : : : + n^2_k )^{s=2} :

œÙŒÅÄÉÔÅ ÄÌÑ ÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÓÔØ Q | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ:

Q(n_1; : : :; n_k) = ∑ a_{ij} n_in_j :

äÌÑ ÎÅÅ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ üÐÛÔÅÊÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

ı_Q(s) = ∑ (n_1;:::;n_k )∈Z^k (n_1;:::;n_k )≠(0;:::;0) 1 Q(n_1; : : :; n_k)^{s=2} :

œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ É ÄÌÑ ÎÅÅ. õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÞÎÉÔÅ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖØÔÅ ÎÁ `(s=2).

óÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏŒÏÇÏ ÐÏÌÑ

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ŒÅÝÁÍ. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ Q; Œ ÎÅÍ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÅÓÔØ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ O_F ⊂ F . ëÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÞÔÏ-ÔÏ ŒÒÏÄÅ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ?

ðÅÒŒÏÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ÇÏÌÏŒÕ, | ÜÔÏ ÒÑÄ ∑ a∈O_F \{0} 1 |N(a)|^s

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ N(a) (ÎÏÒÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a) | ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÉÔÅÌØ ÏÐÅÒÁ- ÔÏÒÁ a: F → F ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ a, ÇÄÅ F ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q).

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË ÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÅÔ ÞÕÄÏ- ŒÉÝÎÏ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÅÌ a ∈ O_F , Õ ËÏÔÏÒÙÈ |N(a)| = 1, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÅ F = Q( √ 3); ÔÏÇÄÁ O_F = Z[ √ 3], N(x+ √ 3y) = x^2 −3y^2, É Õ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x^2 −3y^2 = 1 ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, N(2 + √ 3) = 1, É, ŒÏÚŒÏÄÑ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Œ ÓÔÅÐÅÎØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÎÏÒÍÏÊ 1. (œÏÏÂÝÅ, ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ O_F ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÎÏÒÍÁ ÒÁŒÎÁ ±1.)

þÔÏÂÙ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÔÆÁËÔÏÒÉÚÏŒÁÔØ ËÏÌØÃÏ O_F ÐÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ ÍÙ ÔÁË É ÄÅÌÁÌÉ: ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÌÉ ÎÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, Á ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a∈O_F =O^∗_F 1 |N(a)|^s :

üÔÏÔ ÒÑÄ ÕÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÄÚÅÔÁ- ÆÕÎËÃÉÅÊ); ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÜÊÌÅÒÏŒÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÎÅÌØÚÑ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ O_F ÅÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

þÔÏÂÙ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ O_F =O^∗_F | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ O_F ; ÔÁË ŒÏÔ, ŒÏÚØÍÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ËÏÌØÃÁ O_F , Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁŒ- ÎÙÈ:

ı_F (s) = ∑ a | ÉÄÅÁÌ O_F 1 (Na)^s : úÄÅÓØ Na (ÎÏÒÍÁ ÉÄÅÁÌÁ a) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÅ O_F =a. úÁÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ a ∈ O_F ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ N( (a) ) = |N(a)| (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ M : Z^n → Z^n | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ | det M| ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ Z^n=M(Z^n)).

æÕÎËÃÉÑ ı_F (s) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌÙ Œ O_F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÜÊÌÅÒÏŒÓËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ:

ı_F (s) = ∑ a | ÉÄÅÁÌ O_F 1 (Na)^s = ∏ p ÐÒÏÓÔÏÊ

(1 − (Np)^{−s})^{−1}:

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅËÃÉÑÈ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ É ÔÕÔ ÎÅÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÁ: ÕÖ ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÁÑ üÊÌÅÒÏÍ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ òÉ- ÍÁÎÁ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ òÉÍÁÎ ÎÁÛÅÌ ÄÌÑ ÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÔÏ É ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ äÅÄÅËÉÎÄÁ ÌÏÇÉÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚŒÁÔØ Œ ÞÅÓÔØ ÔÏÇÏ, ËÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÅ, Á ÜÔÏ ÂÙÌ ÎÅ äÅÄÅËÉÎÄ, Á çÅËËÅ.