œÙÓÛÉÊ ëÏÌÌÅÄÖ íÁÔÅÍÁÔÉËÉ

òÉÍÁÎÏŒÙ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÉ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉŒÙÅ ìÅËÃÉÑ 9. òÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ

1 ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÑÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ Œ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ: M_{0;3}, M_{0;4}, M_{1;1}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_{0;5} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÒÁÚÄÕÔÕÀ Œ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ? œÏÏÂÝÅ, Œ ËÁËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ?

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ | ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ É, ÞÔÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ Œ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. ðÒÉÍÅÒ 1.2. éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ M_{0;5} ÔÁËÏŒÙ:

fi_0 = fi_4 = 1; fi_1 = fi_3 = 0; fi_2 = 5:

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Õ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ 1 ÎÕÌÅŒÏÅ, ŒÔÏÒÏÅ É ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ, Á ÐÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. íÙ ÖÅ ŒËÌÅÉÌÉ Œ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÕŒÅÌÉÞÉŒ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ 4 ŒÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ.

þÉÓÌÁ âÅÔÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÓÍ. ÎÉÖÅ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉ- ŒÙÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÏÄÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑÍÉ, É ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ÞÉÓÌÁ âÅÔÔÉ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑ.

œ ËÁËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ? ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÍÏÇÕÔ ŒÙÓÔÕÐÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ Œ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ S ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÃÉËÌÅ (ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ) T ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ S · T ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ S É T . (åÓÌÉ ÃÉËÌÙ S É T ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÅÔÒÁÎÓŒÅÒ- ÓÁÌØÎÏ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÃÉËÌ T ÃÉËÌÏÍ T^′, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ É ÉÍÅÀÝÉÍ ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó S.)

œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÜÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÓÔÒÁÔÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ M_{g;n} ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÓÏÂÙÈ ËÒÉŒÙÈ, @M_{g;n} = M_{g;n} \ M_{g;n}. üÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÔÒÁÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÏ | ËÁÖÄÏÍÕ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÁÔ ËÒÉŒÙÈ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÓÔÒÁÔÁ É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÌÁÓ- ÓÁÍÉ ÓÔÒÁÔÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎ. üÔÉ ÓÔÒÁÔÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊ- ÛÉÍ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÑÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄŒÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. ðÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ŒÓÅÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ M_{g;n} ÐÏ- ÒÏÖÄÅÎÙ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÉÌÉ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÌÁÓÓÁÍÉ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. íÎÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, Á ÔÁËÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÉÞÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÑŒÌÅ- ÎÉÑ.

äÒÕÇÏÊ ŒÉÄ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ | ÜÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÄÕÌÅÊ. üÔÉÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓŒÑÝÅÎ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ.

2 ïÂ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ

éÚ ŒÓÅÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ (ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÔØ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ. ìÅÇÞÅ ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, Á ÎÅ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅÍ.

íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ M_{0;3} ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÔÒÅÍÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁŒÎÁ 1. üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M_{0;4} = CP^1 \ {0; 1; ∞} ÒÁŒÎÁ −1. œÏÏÂÝÅ, ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M_{0;n+1} ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. üÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÕÎÉ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C_{0;n}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÏ ÎÁÄ M_{0;n}, ÐÒÉÞÅÍ ÓÌÏÅÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ Ó n ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ: ÚÁÂÙŒÁÅÍÁÑ ÔÏÞËÁ x_{n+1} ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË x_1; : : :; x_n. ðÏÜÔÏÍÕ Ø(M_{0;n+1}) = −(n − 2)Ø(M_{0;n}), ÉÌÉ Ø(M_{0;n}) = (−1)^{n−3}(n − 3)!.

üÊÌÅÒÏŒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ- ŒÙÈ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÜÊÌÅÒÏŒÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ (ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÙÈ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÜÊÌÅÒÏŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË x − ∞∑ n=2 x^n n! Ø(M_{0;n+1}) = x − ∞∑ n=2 (−1)^n x^n n(n − 1) É x + ∞∑ n=2 x^n n! Ø(M_{0;n+1}):

ôÏÇÄÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ çÅÔÃÌÅÒÕ, ÏÎÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÊÌÅÒÏŒÙ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ðÕÁÎËÁÒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ ÅÇÏ ÞÉÓÅÌ âÅÔÔÉ.) ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÌÑ ÎÉÈ:

P_{M0;n+1} (q) = ∑ dimH^k(M_{0;n+1}; C)q^k = (q^2 − 2)(q^2 − 3) : : :(q^2 − n + 1);

ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÎÁÛÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÜÊÌÅÒÏŒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË:

Ø(M_{0;n+1}) = P_{M0;n+1} (−1) = (−1)^{n−2}(n − 2)!:

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

1; 1 + q^2; 1 + 5q^2 + q^4; 1 + 16q^2 + 16q^4 + q^6; 1 + 42q^2 + 127q^4 + 42q^6 + q^8;

ÐÅÒŒÙÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÂÙÌÉ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ŒÏÚŒÒÁÔÎÙÍÉ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. œÁÖÎÁÑ ÎÅÒÅÛÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ | ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÌÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈĄ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Ô.Å. ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

ðÒÅÖÄÅ, ÞÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑ, ÄÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.2. çÌÁÄËÉÍ d-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ ÁÔÌÁÓ ⟨U_ff; V_ff; G_ff; Œ_ff⟩, ÇÄÅ • ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {U_ff} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÂÁÚÕ ÅÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ;

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {V_ff} ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ C^d;

• ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {G_ff} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_ff;

• ŒÓÑËÏÅ Œ_ff : V_ff → U_ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÓÌÏÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ Ó ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G_ff.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÉÑ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ff; fi, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ U_ff ⊂ U_fi, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h_{fffi} : G_ff → G_fi É ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Œ_{fffi} : V_ff → V_fi, ÞÔÏ

• ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G_ff É x ∈ V_ff ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ_{fffi} (gx) = h_{fffi}(g)Œ_{fffi}(x);

• ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V_ff ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ_fi (Œ_{fffi})(x) = Œ_ff(x).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅÍ.

üÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑ O ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. œÏ- ÐÅÒŒÙÈ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÅ ËÌÅÔËÉ, ËÁ- ÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ R^k =G, ÇÄÅ G | ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

Ø(O) =

∑ (−1)^k |G| : üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÑ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÅÇÏ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁŒÎÁ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÓÑËÏÅ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÅ O Œ ŒÉÄÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÐÏ ŒÓÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÇÒÕÐÐÁÍ G, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ O_G, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÔÏÞÅË, Õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ŒÉÄÁ R^k =G. ðÏÌÏÖÉÍ

Ø(O) = ∑ G Ø(O_G) |G| :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÊÌÅÒÏŒÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ M_{1;1} ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÐÏÎÉÍÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; Z), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÄŒÕÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ −^1_{12} .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ, ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

üÊÌÅÒÏŒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÄÎÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎ- ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÙÌÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÙ èÁÒÅÒÏÍ É úÁÇÉÒÏÍ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2.5 (èÁÒÅÒ, úÁÇÉÒ). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Ø(M_{g;1}) = ı(1 − 2g) = −

B_{2g} 2g ; ÚÄÅÓØ ı | ÜÔÏ ÄÚÅÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ, Á B_{2g} | 2g-ÏÅ ÞÉÓÌÏ âÅÒÎÕÌÌÉ, Ô.Å. ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ

e^x e^x − 1

= 1 − 1 2 x + B_2 2! x^2 +

B_4 4! x^4 + : : : ;

B_2 = 1=6, B_4 = −1=30.

üÔÏ ÇÌÕÂÏËÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÐÅÒÅÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÒÁÚÎÙÍÉ ÌÀÄØÍÉ).

üÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ èÁÒÅÒÁ{úÁÇÉÒÁ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÚÁÂÙŒÁÀÝÅÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ M_{g;n+1} → M_{g;n} ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÉ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ. üÔÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

Ø(M_{g;n+1}) = Ø(M_{g;n})(2 − 2g − n);

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÊÌÅÒÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÌÏÑ | ËÒÉŒÏÊ ÒÏÄÁ g Ó n ŒÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ | ÒÁŒÎÁ 2 − 2g − n. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÜÊÌÅÒÏŒÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔÉ ËÒÉŒÏÊ.

3 ëÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ Ó ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉŒÙÈ

ðÏÍÉÍÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÓÔÒÁÔÏŒ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ- ŒÁÔØ ËÁË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ (Ô.Å. ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÓÌÏÅÍ). ðÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆ- ÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M | ÜÔÏ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÅ Ë ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÀ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Õ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ þÅÒÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ: ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏ- ÇÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÉŒÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ: ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÄÉŒÉÚÏÒÏŒ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ | ÄÉŒÉÚÏÒÏÍ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏ- ÒÏÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÅÒŒÙÊ ËÌÁÓÓ þÅÒÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ŒÔÏÒÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, ÎÏ É ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ þÖÏÕ | ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏŒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÏÌØÃÏ þÖÏÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÍ | ÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ | ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÞÅÍ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.

ó i-ÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ L_i ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉŒÙÈ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. óÌÏÅÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ (C; x_1; : : :; x_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ Ë ËÒÉŒÏÊ C Œ ÔÏÞËÅ x_i (ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ | ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ ËÏ- ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÕÄÏÂÎÅÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÅÞÅÎÉÊ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ). ðÒÉ ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÉ ËÒÉŒÙÈ Œ ËÌÁÓÓÅ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_i ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ É ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÔÁ- ÂÉÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ. éÈ ÐÅÒŒÙÅ ËÌÁÓÓÙ þÅÒÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ _i: _i = c_1(L_i) ∈ H^2(M_{g;n}).

ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÌÁÓÓÙ _i ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉŒÙÈ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. îÁ M_{0;3} ŒÓÅ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÁÚÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_1 ÎÁ M_{0;4}. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ x_1; x_2; x_3; x_4 ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÕÀ 1-ÆÏÒÍÕ ! Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÁÈ x_3; x_4, ÉÍÅÀÝÕÀ ŒÙÞÅÔÙ Res_{x3} ! = 1, Res_{x4} ! = −1 É ÎÅ ÉÍÅÀÝÕÀ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÌÀÓÏŒ. ôÁËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ É ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÏÎÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ dz=z). åÅ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ !(x_1) Œ ÔÏÞËÅ x_1 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_1. üÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÉ Œ ÎÕÌØ, ÎÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕ- ÌÅÊ M_{0;4}. ôÁËÉÈ ÔÏÞÅË ŒÓÅÇÏ ÔÒÉ, É ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÓÏÂÙÍ ËÒÉŒÙÍ. îÁ ËÒÉ- ŒÏÊ {{x_1; x_2}; {x_3; x_4}} 1-ÆÏÒÍÁ ! ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÉ x_3; x_4, É ÏÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !(x_1) = 0. îÁ ËÒÉŒÏÊ ÖÅ {{x_1; x_3}; {x_2; x_4}} ÜÔÁ 1-ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ: ÎÁ ÐÅÒ- ŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ x_3 É Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ ŒÙÞÅÔÙ ÒÁŒÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 1 É −1; ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Œ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ É Œ ÔÏÞËÅ x_4, ÐÒÉÞÅÍ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ŒÙÞÅÔÁÍÉ. úÎÁÞÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ Œ ÔÏÞËÅ x_1 ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ. œ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ | Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÏÄÕÌÅÊ | É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÀÓÏŒ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓ- ÓÌÏÅÎÉÑ L_1 ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ- ŒÅÒÓÁÌØÎÏ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ _1 ∈ H^2(M_{0;4}). õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.2. ëÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ _3, ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏ 1-ÆÏÒÍÅ Ó ÐÏÌÀÓÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ x_2; x_4?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.3. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÌÁÓÓÁ _1 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÏÄÕÌÅÊ M_{0;5}.

ëÌÁÓÓÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ. õÍÎÏÖÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅ- ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ËÌÁÓÓÙ (ÉÌÉ ÐÏÄ- ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ. éÎÔÅÇÒÁÌ ∫ M_{g;n}

^{m1}_1 : : :^{mn}_n

ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ m_1 + : : : + m_n = dimM_{g;n} = 3g − 3 + n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ∫

M_{0;4}

_1 = 1:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.4. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ∫ M_{0;5}

^2_1; ∫ M_{0;5}

_1_2;

Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ M_{0;6}. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∫ M_{0;n}

^{m1}_1 : : : ^{mn}_n = ( n − 3 m_1 : : : m_n ) = (n − 3)!

m_1! : : :m_n!

ÐÒÉ m_1 + : : : + m_n = n − 3.

éÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÁ ÏÒÂÉÏÂÒÁÚÉÑÈ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÊ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.6. ðÏÓÔÒÏÉŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ L_1 ÎÁ M_{1;1}, ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ∫

M_{1;1}

_1 = 1 24 : úÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÒÉŒÙÈ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÇÉÐÏÔÅÚÙ œÉÔÔÅÎÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ëÏÎÃÅŒÉÞÅÍ. üÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÄÁÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉ ÉÎÄÅËÓÙ. üÔÉÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÌÅÃ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÍÏÄÕÌÅÊ.