áÌÇÅÂÒÁ 1 10.09.2002

òÅËÏÍÍÅÎÄÕÅÍÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÅ.

1. œÁÎ-ÄÅÒ-œÁÒÄÅÎ â.ì. óÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. 2. ìÅÎÇ ó. áÌÇÅÂÒÁ.

3. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á.é. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÕ. 4. çÅÌØÆÁÎÄ é.í. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

5. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á.é., íÁÎÉÎ à.é. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. 6. óÅÒÒ ö.-ð. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. 7. óÅÒÒ ö.-ð. ëÕÒÓ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ.

8. áÔØÑ í., íÁËÄÏÎÁÌØÄ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

þÁÓÔØ 1. íÏÎÏÉÄÙ É ÇÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. íÏÎÏÉÄ | ÜÔÏ ÔÒÏÊËÁ (M; ∘; 1), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M , ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∘ ÎÁ M (Ô.Å. ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ M × M → M , (x; y) → x ∘ y) É ÜÌÅÍÅÎÔÁ e ∈ M , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

M1: áÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ∀x; y; z ∈ M (x ∘ y) ∘ z = x ∘ (y ∘ z). M2: áËÓÉÏÍÁ ÅÄÉÎÉÃÙ: ∀x ∈ M x ∘ e = e ∘ x = x.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. (Z; +; 0) (ŒÁÒÉÁÎÔÙ: Q, R, C , Z_{⩾0}, Q_{⩾0}, R_{⩾0}, Z=nZ, : : : ).

2. (Z; ·; 1) (ŒÁÒÉÁÎÔÙ: Q, R, C , Z_{⩾0}, Q_{⩾0}, R_{⩾0}, Z_{¿0}, Q_{¿0}, R_{¿0}, Z=nZ, : : : ).

3. M = Map(X; X) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÓÅÂÑ, ∘ | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ, e = Id_X | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

4. M = Map(X; M^′) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÍÏÎÏÉÄ M^′, ∘ | ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ((f ∘ g)(x) = f(x) ∘^′ g(x), ÇÄÅ ∘^′ | ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ M^′), e ≡ e^′ | ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÍÏÎÏÉÄÁ M^′.

ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÍÏÎÏÉÄÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ e^′ | ÄÒÕÇÁÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ e^′ = e^′ · e = e. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÉÉ ÍÏÎÏÉÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÅÄÉÎÉÃÕ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ x_1; : : : ; x_n | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÎÏÉÄÁ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ x_1 ∘ · · · ∘ x_n ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.4. íÏÎÏÉÄ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ∀x; y ∈ M x ∘ y = y ∘ x.

ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÈ ÍÏÎÏÉÄÁÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏ (x ∘ y =: x + y), Á Œ ÎÅËÏÍÍÕÔÁ- ÔÉŒÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏ (x ∘ y =: xy).

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∘ · · · ∘ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x^n, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ x^0 = e. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

(1:5) x^n ∘ x^m = x^{n+m}

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ m É n. ðÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ ÍÏÎÏÉÄÅ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ nx ŒÍÅÓÔÏ x^n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (1:5) ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ŒÉÄ nx + mx = (n + m)x.

üÌÅÍÅÎÔ x Œ ÍÏÎÏÉÄÅ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔ y (ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ y ∘ x = e; É ÜÌÅÍÅÎÔ z (ÐÒÁŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x ∘ z = e.

ìÅÍÍÁ 1.6. åÓÌÉ x | ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÅŒÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë x ÒÁŒÅÎ ŒÓÑËÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ Ë x. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: y = y ∘ e = y ∘ (x ∘ z) = (y ∘ x) ∘ z = e ∘ z = z.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÐÒÁŒÙÍ É ÌÅŒÙÍ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë x. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x^{−1} (ÐÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ: −x) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë x. äÁÌÅÅ, ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ (x^{−1})^n ÞÅÒÅÚ x^{−n} (ÐÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ −nx). ôÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (1:5) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ n É m. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. çÒÕÐÐÁ | ÜÔÏ ÍÏÎÏÉÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ. ìÅÍÍÁ 1.8. åÓÌÉ M | ÍÏÎÏÉÄ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M^∗ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M^∗ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∘, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; y ∈ M ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ x ∘ y | ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

(x ∘ y) ∘ (y^{−1} ∘ x^{−1}) = (y^{−1} ∘ x^{−1}) ∘ (x ∘ y) = e; ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ y^{−1} ∘ x^{−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë x ∘ y. ðÒÉÍÅÒÙ 1.9. 1. 1 = { e }.

2. (Z; +) (ŒÁÒÉÁÎÔÙ: Q, R, C , Z=nZ, : : : ).

3. (Q^∗; ·) (ŒÁÒÉÁÎÔÙ: R^∗, C^∗ , (Z=nZ)^∗ Q_{¿0}, R_{¿0}, ¯_n = { z ∈ C | z^n = 1 }, S^1 = { z ∈ C | |z| = 1 }, : : : ). 4. çÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ) S_n | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ { 1; : : :; n } ÎÁ ÓÅÂÑ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

5. G = Map(X; G^′) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ÇÒÕÐÐÕ G^′. 6. çÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.5).

ìÅÍÍÁ 1.10. åÓÌÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ x ∘ y = x ∘ z ÉÌÉ y ∘ x = z ∘ x, ÔÏ y = z.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ x∘y = x∘z, ÔÏ y = e∘y = (x^{−1} ∘x)∘y = x^{−1} ∘(x∘y) = x^{−1} ∘(x∘z) = (x^{−1} ∘x)∘z = e∘z = z. œÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ ËÁË ÍÏÎÏÉÄ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÙÍÉ.

þÁÓÔØ 2. ëÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ëÏÌØÃÏ| ÜÔÏ ÎÁÂÏÒ (R; +; ·; 0; 1), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R, ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ + (ÓÌÏÖÅÎÉÅ) É · (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ) ÎÁ R É ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 0; 1 ∈ R, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

R1: (R; +; 0) | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. R2: (R; ·; 1) | ÍÏÎÏÉÄ.

R3: äÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ (ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ) ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ∀x; y; z ∈ R x·(y +z) = x·y +x·z; (x+y)·z = x·z +y ·z.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ Œ ŒÉÄÅ xy = x · y. ëÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÒÉÍÅÒÙ 2.2. 1. { 0 }.

2. Z(ŒÁÒÉÁÎÔÙ: Q, R, C , Z=nZ, : : : ).

3. R = Map(X; R^′) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X Œ ËÏÌØÃÏ R^′ Ó ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ. 4. R = R^′[x] = { a_nx^n+· · ·+a_1x+a_0 | a_0; : : : ; a_n ∈ R^′ } | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ R^′.

5. R = R^′[[x]] = { a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n + : : : | a_0; : : : ; a_n ∈ R^′ } | ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ R^′.

6. R = Mat_{n×n}(R^′) | ËÏÌØÃÏ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÁ n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ R^′. üÌÅÍÅÎÔÙ R |

ÜÔÏ ÔÁÂÌÉÃÙ ŒÉÄÁ a_{11} : : : a_{1n} . . .. . . . a_{n1} : : : a_{nn}

, a_{ij} ∈ R^′ Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ; ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(2:3) a_{11} : : : a_{1n} . . . . . . . a_{n1} : : : a_{nn} · b_{11} : : : b_{1n} . . .. . . . b_{n1} : : : b_{nn} = c_{11} : : : c_{1n} . . .. . . . c_{n1} : : : c_{nn}

; ÇÄÅ cij = n∑ k=1 a_{ik}b_{kj}

ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ 0 É ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ 1. 7. ëÏÌØÃÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 3.5).

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ∀x ∈ R 0 · x = x · 0 = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: 0 + 0 · x = 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ 1.10 Ë ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ËÏÌØÃÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ëÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ 0 ≠ 1 É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÌÏÍ, Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÅÍ.

îÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÔÅÌÁ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÄËÏ; ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÅÌÏ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ H. ó ÐÏÌÑÍÉ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÌÕÞÛÅ.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.6. ðÒÉÍÅÒÙ ÐÏÌÅÊ.

1. Q, R, C , 2. F_p := Z=pZ, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. 3. Q[i] = { x + yi ∈ C |x; y ∈ Q }, Q[ √ 2] = { x + y √ 2 ∈ R |x; y ∈ Q }. 4. K = K^′(x) = { f(x) g(x) | | | | f(x); g(x) ∈ K[x]; g(x) ≢ 0 } | ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

Œ ÐÏÌÅ K^′.

5. K = K^′((x)) = { a_{−n}x^{−n} + · · · + a_{−1}x^{−1} + a_0 + a_1x + · · · + a_nx^n + : : : | a_i ∈ K^′ } | ÐÏÌÅ (ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ) ÒÑÄÏŒ ìÏÒÁÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K^′.

þÁÓÔØ 3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ (ÍÏÎÏÉÄÏŒ) f : G → G^′ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f(e) = e^′ É ∀x; y ∈ G f(x ∘ y) = f(x) ∘^′ f(y). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ (ÐÏÌÅÊ) f : R → R^′ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÈ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÇÏ ÍÏÎÏÉÄÁ.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.2. 1. åÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á x ∈ G, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n → x^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ Z→ G. 2. åÓÌÉ R | ËÏÌØÃÏ, Á x ∈ R, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n → nx := x+· · ·+x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ Z→ R. 3. ðÒÏÅËÃÉÑ Z→ Z=nZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ.

4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ exp : R → R_{¿0}, exp : C → C^∗ É ln : R_{¿0} → R ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐ. 5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_x : Map(X; G) → G, f → f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ. 6. åÓÌÉ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É r ∈ R, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ev_r : R[x] → R, a_nx^n + · · · + a_1x + a_0 → a_nr^n + · · · + a_1r + a_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ.

7. œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ R ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 0, Á ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ R → R[x] É R[x] → R[[x]].

ìÅÍÍÁ 3.3. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. åÓÌÉ f : M → M^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÏÉÄÏŒ, Á x ∈ M | ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ f(x) ∈ M^′ | ÏÂÒÁÔÉÍ É f(x)^{−1} = f(x^{−1}).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: f(g(x ∘ y)) = f(g(x) ∘ g(y)) = f(g(x)) ∘ f(g(y)), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ f(x^{−1})∘f(x) = f(x^{−1} ∘x) = f(e) = e^′, f(x)∘f(x^{−1}) = f(x ∘ x^{−1}) = f(e) = e^′, ÔÏ ÅÓÔØ f(x^{−1}) = f(x)^{−1}.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÍÏÎÏÉÄÏŒ, ÇÒÕÐÐ, ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ, É Ô.Ä.) f : M → M^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÓÀÒSSÅËÃÉÅÊ, ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ ∀z ∈ M^′ ∃x ∈ M Ô.Þ. f(x) = z. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÉÎSSÅËÃÉÅÊ, ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ), ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x) = f(y), x; y ∈ M , ÓÌÅÄÕÅÔ x = y. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : M → M^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ g : M^′ → M , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ g ∘ f = Id_M , f ∘ g = Id_M ′ .

ìÅÍÍÁ 3.4. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ (ËÏÌÅÃ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÎÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ (ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ (ÍÏÎÏÉÄÁ, ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÌØÃÁ, ÐÏÌÑ, É Ô.Ä.) Œ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. üÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ M | ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÍÏÎÏÉÄ, ÇÒÕÐÐÁ, ËÏÌØÃÏ, ÐÏÌÅ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Aut(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. åÓÌÉ M | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏŒ End(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ End(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÉÄÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, Á Aut(M ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Aut(M ) | ÇÒÕÐÐÁ. åÓÌÉ ÖÅ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÔÏ ÎÁ End(M ) ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ((f + g)(x) := f(x) + g(x)), ÔÁË ÞÔÏ End(M ) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ker f = { x ∈ G | f(x) = e^′ }. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Im f = { y ∈ G^′ | y = f(x); x ∈ G }. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : R → R^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ker f = { x ∈ R | f(x) = 0 }. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : R → R^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Im f = { y ∈ R^′ | y = f(x); x ∈ R }.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ) Œ G É G^′ ÓÏÏÔŒ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : R → R^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÁÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ) Œ R É R^′ ÓÏÏÔŒ.

ìÅÍÍÁ 3.7. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÇÒÕÐÐ (ËÏÌÅÃ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Ker f = { e } (Ker f = { 0 } ÓÏ- ÏÔŒ.). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÎÏÉÄÏŒ f : M → M^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Im f = M^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : M → M^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ É f(x) = f(y). ôÏÇÄÁ f(x^{−1} ∘ y) = f(x^{−1}) ∘ f(y) = f(x)^{−1} ∘ f(y) = (f(y))^{−1} ∘ f(y) = e^′, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x^{−1} ∘ y ∈ Ker f. äÁÌÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.8. ìÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÐÏÌÑ Œ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3 ÌÀÂÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÎÅ Œ ÎÏÌØ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.

þÁÓÔØ 4. ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ (M_1; ∘_1; e_1) É (M_2; ∘_2; e_2) | ÍÏÎÏÉÄÙ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ M_1 × M_2 = { (x_1; x_2) | x_1 ∈ M_1; x_2 ∈ M_2 } ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÏÎÏÉÄÁ:

(x_1; x_2) ∘ (y_1; y_2) = (x_1 ∘ y_1; x_2 ∘ y_2); e = (e_1; e_2):

üÔÏÔ ÍÏÎÏÉÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÏÎÏÉÄÏŒ M_1 É M_2.

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ (ËÏÌÅÃ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ (ËÏÌØÃÏÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÎÏ ÎÅ ÐÏÌÅÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÐÏÌÅÊ K × L ÉÍÅÅÍ

(1_K ; 0_L) · (0_K ; 1_L) = (1_K · 0_K ; 0_L · 1_L) = (0_K ; 0_L); ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (1_K ; 0_L) É (0_K ; 1_L) ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙ.