1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 10 12.11.2002

þÁÓÔØ 1. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ

ðÕÓÔØ œ : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ. þÁÓÔÏ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ: a^œ := œ(a), ÇÄÅ a ∈ K. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ f(x) = ∑ a_kx^k, ÔÏ f^œ (x) := ∑ a^œ_k x^k.

ðÕÓÔØ K^′=K É L^′=L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, Á œ : K → L É ø : K^′ → L^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ø ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ œ, ÅÓÌÉ ø_{|K} = œ.

ìÅÍÍÁ 1.1. ðÕÓÔØ œ : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ, Á K^′=K É L^′=L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. åÓÌÉ K^′ = K(ff), ff | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K É p(x) = Irr^K_ff (x), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ø : K^′ → L^′, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p^œ(x) Œ ÐÏÌÅ L^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ø | ÔÁËÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ p^œ(ff^ø ) = p^ø (ff^ø ) = (p(ff))^ø = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ fi = ff^ø ∈ L^′ | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p^œ(x) ∈ L[x]. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ fi ∈ L^′ | ËÏÒÅÎØ p^œ (x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ K^′ = K(ff) = K[ff] ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ f(ff), ÇÄÅ f(x) ∈ K[x]. ðÏÌÏÖÉÍ (f(ff))^ø := f^œ (fi). ôÏÇÄÁ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ø ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f(ff) = g(ff), ÔÏ (f − g)(ff) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(x) − g(x) = h(x)p(x), ÇÄÅ h(x) ∈ K[x], ÚÎÁÞÉÔ f^œ (fi) − g^œ(fi) = h^œ(fi)p^œ (fi) = 0. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ø ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÅÊ. îÁËÏÎÅÃ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ø ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ œ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2. þÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ œ : K → L ÎÁ ÐÏÌÅ K^′ = K(ff) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ [K^′ : K] = deg Irr^K_ff (x).

ðÕÓÔØ K^′=K É K^{′′}=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ œ : K^′ → K^{′′} | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ œ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K → K.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ L=K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ, Á œ : L → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ K, ÔÏ œ | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ œ ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÏ. ðÕÓÔØ ff ∈ L É p(x) = Irr^K_ff (x). ðÕÓÔØ { ff_1; : : : ; ff_m } | ŒÓÅ ËÏÒÎÉ p(x) Œ L (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ff_1 = ff). ðÏÌÏÖÉÍ L^′ = K(ff_1; : : : ; ff_m). ôÏÇÄÁ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ L^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim_K L^′ = [L^′ : K] ¡ ∞. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ œ(ff_i) = ff_j, ÐÏÜÔÏÍÕ œ(L^′) ⊂ L^′, ÔÏ ÅÓÔØ œ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ L^′ Œ ÓÅÂÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÁË ËÁË œ : L^′ → L^′ | ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ É K-ÌÉÎÅÅÎ, Á dim_K L^′ ¡ ∞, ÔÏ œ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ÎÁ L^′, ÚÎÁÞÉÔ ff ∈ Im œ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.4. åÓÌÉ K^′=K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á œ : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ L, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ^′ : K^′ → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ K^{′′} ⊂ K^′ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ œ^1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ K^{′′} ≠ K^′. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ œ^{′′} ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ œ ÎÁ K^{′′} É ÐÕÓÔØ ff ∈ K^′ \ K^{′′}. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1.1 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ^{′′} ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÐÏÌÅ K^{′′}(ff) ⊂ K^′ (ÔÁË ËÁË L | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K^{′′}. úÎÁÞÉÔ K^{′′} = K^′ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. åÓÌÉ K^′=K É K^{′′}=K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÔÏ K^′ ∼= K^{′′} (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ K). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K^′ → K^{′′} ÎÁÄ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1.4 ÓÔÒÏÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ œ : K^′ → K^{′′} É ø : K^{′′} → K^′ ÎÁÄ K. äÁÌÅÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.3 ËÏÍÏÐÏÚÉÃÉÉ ø œ É œø ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ œ É ø | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ.

1þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ K^{′′} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÁÛÎÉ K = K_0 ⊂ K_1 ⊂ K_2 ⊂ · · · ⊂ K^′ É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ œ_i : K_i → L (œ_0 = œ), ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ~K ⊂ K^′ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ~œ : ~K → L, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ∀i ÉÍÅÅÍ K_i ⊂ ~K É ~œ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ œ_i . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ~K = ⋃_∞ i=1 K_i É ÐÏÌÏÖÉÍ ~œ(x) = œ_i(x), ÅÓÌÉ x ∈ K_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ~œ | ËÏÒÒÅËÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ (ÔÁË ËÁË œ_i ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ œ_j ÐÒÉ i ¿ j) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~œ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ œ_i. 1

þÁÓÔØ 2. ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ É f(x) ∈ K[x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÏÌÅ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÅÓÌÉ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, f(x) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ f(x) = c(x − ff_1) : : : (x − ff_n), É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, L = K(ff_1; : : : ; ff_n).

ìÅÍÍÁ 2.2. œÓÑËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K ÐÏÌÑ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ L, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). œÓÑËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œ : L → K ÎÁÄ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ L. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K ÐÏÌÑ K. ôÏÇÄÁ f(x) = c(x−ff_1) : : : (x−ff_n) Œ K[x]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ c | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Œ f(x), ÐÏÜÔÏÍÕ c ∈ K. ðÕÓÔØ L = K(ff_1; : : : ; ff_n) ⊂ K. ôÏÇÄÁ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ K ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ff_1; : : : ; ff_n | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Œ ÐÏÌÅ K. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f^œ (x) = f(x), ÔÁË ËÁË œ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÄ K, Á f(x) ∈ K[x]; ÚÎÁÞÉÔ f(ff^œ_i ) = f^œ (ff^œ_i ) = (f(ff_i))^œ = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ œ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) Œ ÓÅÂÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ L → L, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÔÁË ËÁË L = K(ff_1; : : : ; ff_n).

ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, L^′ | ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ L^′ ⊂ K^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏÌÑ K. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : K → K^′ ÎÁÄ K. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ œ ÚÁÄÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ L → L^′.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ { f_i(x) | f_i(x) ∈ K[x] }_{i∈I}. ðÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ { f_i(x) } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅ L, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÌÅ L ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 2.2.

ìÅÍÍÁ 2.3. œÓÑËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ K ÐÏÌÑ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ L, ÑŒÌÑÀÝÅ- ÅÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ { f_i(x) }_{i∈I} . œÓÑËÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ œ : L → K ÎÁÄ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ L. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ { f_i(x) }_{i∈I} ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

þÁÓÔØ 3. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ L=K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, L ⊂ K. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : L → K ÎÁÄ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ L.

ìÅÍÍÁ 3.2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x], ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ L, ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ⇐=) ðÕÓÔØ œ : L → K | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁÄ K. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L É ÐÕÓÔØ p(x) = Irr^K_ff (x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ff^œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ p(x) Œ K. úÎÁÞÉÔ ff^œ ∈ L. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ œ(L) ⊂ L, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.3 ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ L.

=⇒) ðÕÓÔØ f(x) ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É ff ∈ L | ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ. ðÕÓÔØ fi | ÄÒÕÇÏÊ ËÏÒÅÎØ p(x) Œ K. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : L → K, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ff^œ = fi. éÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ L ÔÕÔ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fi ∈ L. úÎÁÞÉÔ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ L, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ p(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ìÅÍÍÁ 3.3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ⇐⇒ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ { f_i(x) | f_i(x) ∈ K[x] }_{i∈I}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ L=K | ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ { Irr^K_ff (x) }_ff, ÇÄÅ ff ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÐÏÌÑ L ÎÁÄ K, ÔÁË ËÁË ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.2 ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Irr^K_ff (x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ =⇒. œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ⇐= ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.3.

þÁÓÔØ 4. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ

ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É K | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p.

ìÅÍÍÁ 4.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ˘ : K → K, x → x^p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ K Œ ÓÅÂÑ ÎÁÄ F_p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ˘(xy) = ˘(x)˘(y), ˘(x^{−1}) = ˘(x)^{−1} É ˘(1) = 1. äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (−1)^p = −1 (ÅÓÌÉ p | ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÅÓÌÉ p = 2, ÔÏ (−1)^p = 1 = −1). úÎÁÞÉÔ ˘(−x) = (−x)^p = (−1)^px^p = −x^p = −˘(x). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ ˘(0) = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ˘(x + y) = ˘(x) + ˘(y). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ˘(x + y) = (x + y)^p = x^p +

(_p 1 ) x^{p−1}y + · · · +

(_p p−1 ) xy^{p−1} + y^p.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ 1 ⩽ k ⩽ p − 1 ÞÉÓÌÏ

(_p k ) =^{p!}_{k!(p−k)!} ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. úÎÁÞÉÔ ˘(x + y) = x^p + y^p = ˘(x) + ˘(y). ìÅÍÍÁ 4.2. åÓÌÉ L | ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ∀ff ∈ L ÉÍÅÅÍ ff^q − ff = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÁÎÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÌÑ L ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË q − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ∀ff ∈ L^∗ ÉÍÅÅÍ ff^{q−1} = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff^q − ff = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ 0^q − 0 = 0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.3. åÓÌÉ L | ÐÏÌÅ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x^q − x.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ q = p^n É ÐÕÓÔØ L | ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÎÁÄ F_p.

ìÅÍÍÁ 4.4. ðÏÌÅ L ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = x^q − x É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x^q = x^{pn} = ˘^n(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.1 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L_0 = { ff ∈ L | f(ff) = 0 } ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É Ô.Ä. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, L_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ L. äÁÌÅÅ, ÑÓÎÏ ÞÔÏ L_0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ F_p É ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÎÉÍ ŒÓÅÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ L_0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f(x) ÎÁÄ F_p , ÔÏ ÅÓÔØ L_0 = L. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ L_0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f^′(x) = qx^{q−1} − 1 = −1, ÐÏÜÔÏÍÕ îïä(f(x); f^′(x)) = 1, É ÚÎÁÞÉÔ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 4.5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x] ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ Œ K ⇐⇒ îïä(f(x); f^′(x)) ≠ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f(x) = (x − ff)g(x), ÔÏ f^′(x) = g(x) + (x − ff)g^′(x), ÐÏÜÔÏÍÕ (x − ff)|f^′(x) ⇐⇒ (x − ff)|g(x) ⇐⇒ (x − ff)^2|f(x).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.6. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ q = p^n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ F_q ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^q − x ÎÁÄ F_p.

úÁÊÍÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ìÅÍÍÁ 4.7. œÓÑËÉÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ŒÓÑËÉÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ, ÎÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÓÅÂÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.8. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ : F_q → F_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.9. åÓÌÉ q = p^n, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ Aut(F_q ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ n, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ˘ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË n Œ ÇÒÕÐÐÅ Aut(F_q ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4.2 ˘^n(ff) = ff^q = ff ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ F_q , ÐÏÜÔÏÍÕ ˘^n = Id. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ˘^k = Id, ÔÏ ∀ff ∈ F_q ÉÍÅÅÍ ff^{pk} = ff, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff ∈ F_pk , ÚÎÁÞÉÔ k ⩾ n. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ F_q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘^k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ff | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F^∗_q . ñÓÎÏ, ÞÔÏ F_p(ff) = F_q , ÐÏÜÔÏÍÕ deg Irr^{Fp}_ff (x) = n. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ | Aut(F_q )| ⩽ n.