1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 11 19.11.2002

þÁÓÔØ 1. óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ

ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ K=F | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Á œ : F → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ø : K → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ œ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ œ^′ : F → L^′ | ÄÒÕÇÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ F É F^′| ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ F Œ L É L^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ æ : F → F^′ ÎÁÄ F . ôÏÇÄÁ ø → æ ∘ ø ÉÓËÏÍÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ K^′=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É œ : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ [K^′ : K]_s ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K^′ → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ œ.

ìÅÍÍÁ 1.3. óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ Œ ÂÁÛÎÑÈ: ÅÓÌÉ K ⊂ K^′ ⊂ K^{′′} | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ [K^{′′} : K]_s = [K^{′′} : K^′]_s[K^′ : K]_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ K ⊂ K^′ ⊂ K^{′′} | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, L | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ É æ : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ œ_1; : : : ; œ_n, n = [K^′ : K]_s | ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K^′ → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ æ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ ø_{i1}; : : : ; ø_{im}, m = [K^{′′} : K^′]_s | ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K^{′′} → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ œ_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ø_{ij} ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ø_{ij} = ø_{kl}, ÔÏ œ_i = ø_{ij|K′} = ø_{kl|K}′ = œ_k, ÚÎÁÞÉÔ i = k, ÎÏ ÔÏÇÄÁ j = l. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ø : K^{′′} → L | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ æ. ôÏÇÄÁ ø_{|K}′ | ÔÏÖÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ æ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ø_{|K}′ = œ_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i É, ÚÎÁÞÉÔ, ø = ø_{ij} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ j. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ mn ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K^{′′} → L, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ æ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ìÅÍÍÁ 1.4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K^′=K ÉÍÅÅÍ [K^′ : K]_s ⩽ [K^′ : K].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ, ÔÁË É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÙ Œ ÂÁÛÎÑÈ, ÔÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [K(ff) : K]_s ⩽ [K(ff) : K]. îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ [K(ff) : K]_s ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Irr^K_ff (x) Œ ÐÏÌÅ K, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË [K(ff) : K] ÒÁŒÎÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ K ⊂ K^′ ⊂ K^{′′} | ÂÁÛÎÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ. ôÏÇÄÁ [K^{′′} : K]_s = [K^{′′} : K] ⇐⇒ [K^{′′} : K^′]_s = [K^{′′} : K^′] É [K^′ : K]_s = [K^′ : K].

þÁÓÔØ 2. óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ K.

ìÅÍÍÁ 2.2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x] ÎÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ⇐⇒ char K = p ¿ 0 É f(x) = g(x^{pn} ), ÇÄÅ g(x) ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ Œ K, ÔÏ îïä(f(x); f^′(x)) ≠ 1. îÏ f(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÚÎÁÞÉÔ^1 îïä(f(x); f^′(x)) = f(x), ÚÎÁÞÉÔ f^′(x) = 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ char K = p ¿ 0 É f(x) = f_1(x^p), ÇÄÅ f_1(x) ∈ K[x]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ f_1(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ f_1(x) = g(x^{p¯′} ), ÇÄÅ g(x) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. úÎÁÞÉÔ f(x) = g(x^{p¯′+1} ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Irr^K_ff (x) | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ L ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. åÓÌÉ char K = 0, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

1ÅÓÌÉ f (x); g(x) ∈ K[x] É h(x) = îïä_{K[x]}(f (x); g(x)), ÔÏ h(x) ∈ K[x]. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ! 1

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ char K = p ¿ 0.

ìÅÍÍÁ 2.5. üÌÅÍÅÎÔ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K ⇐⇒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(ff) = 0 É f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: =⇒) ïÞÅŒÉÄÎÏ. ⇐=) ñÓÎÏ, ÞÔÏ Irr^K_ff (x) ÄÅÌÉÔ f(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ É Irr^K_ff (x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ Œ ÐÏÌÅ K.

ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ ÂÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÔÁÖ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ K ⊂ K^′ ⊂ K^{′′} É K^{′′}=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ K^{′′}, Á ÚÎÁÞÉÔ É Œ K^′ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ ÎÁÄ K. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∀ff ∈ K^{′′} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Irr^K_ff (x) ∈ K[x] ⊂ K^′[x] ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.5 ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ É ÎÁÄ K^′.

ìÅÍÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ ff | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, f(x) = Irr^K_ff (x) É f(x) = g(x^{p¯} ), ÇÄÅ g(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ. ôÏÇÄÁ ff^{p¯} ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K É [K(ff) : K]_s = deg g(x). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [K(ff) : K] = p^¯[K(ff) : K]_s.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ g(x) =

∏_m

i=1(x − fi_i), fi_i ∈ K, ÐÒÉÞÅÍ fi_i ≠ fi_j ÐÒÉ i ≠ j. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ fi_i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ff_i ∈ K, Ô.Þ. ff^{p¯}_i = fi_i (ff^{p¯}_i = ff^′_i^{p¯} =⇒ 0 = ff^{p¯}_i − ff^′_i^{p¯} = (ff_i − ff^′_i)^{p¯} =⇒ ff_i = ff^′_i). ôÏÇÄÁ f(x) = g(x^{p¯} ) =

∏_m i=1(x^{p¯} − ff^{p¯}_i ) =

∏_m i=1(x − ff_i)^{p¯} , ÐÏÜÔÏÍÕ [K(ff) : K]_s = m = deg g(x). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, [K(ff) : K] = deg f(x) = p^¯ deg g(x) = p^¯[K(ff) : K]_s. îÁËÏÎÅÃ, ff^{p¯} ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÔÁË ËÁË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. üÌÅÍÅÎÔ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ⇐⇒ [K(ff) : K]_s = [K(ff) : K]. ôÅÏÒÅÍÁ 2.9. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K^′=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ⇐⇒ [K^′ : K]_s = [K^′ : K].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ K^′=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. œÏÚØÍÅÍ ff ∈ K^′ \ K É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ K ⊂ K(ff) ⊂ K^′. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.6 ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. äÁÌÅÅ, Œ ÓÉÌÕ 2.8 ÉÍÅÅÍ [K(ff) : K]_s = [K(ff) : K], ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÍÅÅÍ [K^′ : K(ff)]_s = [K^′ : K(ff)], ÚÎÁÞÉÔ [K^′ : K]_s = [K^′ : K] Œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ [K^′ : K]_s = [K^′ : K] É ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ff ∈ K^′. ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1.5 ÉÍÅÅÍ [K(ff) : K]_s = [K(ff) : K], ÚÎÁÞÉÔ Œ ÓÉÌÕ 2.8 ÜÌÅÍÅÎÔ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.10. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(ff_1; : : : ; ff_n)=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ⇐⇒ ff_1; : : : ; ff_n | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ ÎÁÄ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: =⇒) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. ⇐=) îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ ÂÁÛÎÉ K ⊂ K(ff_1) ⊂ · · · ⊂ K(ff_1; : : : ; ff_n) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ [K(ff_1; : : : ; ff_n) : K]_s = [K(ff_1; : : : ; ff_n) : K] Œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉ- ËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.9 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K(ff_1; : : : ; ff_n)=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11. âÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ⇐⇒ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÔÁÖ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: =⇒) õÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ⇐=) äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ K ⊂ K^′ ⊂ K^{′′} | ÂÁÛÎÑ É ff ∈ K^{′′}. ðÕÓÔØ Irr^{K′}_ff (x) = x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_0. ôÏÇÄÁ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K(a_1; : : :; a_n) ⊂ K^′, Á K(a_1; : : : ; a_n) ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÎÁÄ K. úÎÁÞÉÔ [K(a_1; : : : ; a_n; ff) : K]_s = [K(a_1; : : : ; a_n; ff) : K], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K.

þÁÓÔØ 3. þÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

ìÅÍÍÁ 3.1. åÓÌÉ L=K ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ [L : K]_s ÄÅÌÉÔ [L : K].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.8. þÉÓÌÏ [L : K]_i := [L : K]=[L : K]_s ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K. ìÅÍÍÁ 3.2. åÓÌÉ char K = 0, ÔÏ [L : K]_i = 1, Á ÅÓÌÉ char K = p, ÔÏ [L : K]_i = p^¯ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.8.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. üÌÅÍÅÎÔ ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ff^{p¯} ∈ K. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ff ∈ L ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K.

ìÅÍÍÁ 3.4. üÌÅÍÅÎÔ ff ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K ⇐⇒ Irr^K_ff (x) = x^{p¯} − a, a ∈ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ Irr^K_ff (x) = x^{p¯} − a, ÔÏ ff^{p¯} = a ∈ K, ÐÏÜÔÏÍÕ ff ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ¯ ¿ 0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff^{p¯} ∈ K, ÔÏ f(x) = (x − ff)^{p¯} = x^{p¯} − ff^{p¯} ∈ K[x], ÐÏÜÔÏÍÕ Irr^K_ff (x) ÄÅÌÉÔ f(x), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎ Irr^K_ff (x) = (x − ff)^n, n ⩽ ¯. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ n = mp^{¯′} , îïä(m; p) = 1, ÔÏ (x − ff)^n = ( (x − ff)^{p¯′}

)_m = (x^{p¯′} − ff^{p¯′} )^m = x^n − mff^{p¯′} x^{(m−1)p¯′} + : : : , ÐÏÜÔÏÍÕ ff^{p¯′} ∈ K, ÚÎÁÞÉÔ (Œ ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ¯) ÉÍÅÅÍ ¯^′ = ¯, m = 1 É Irr^K_ff (x) = (x − ff)^{p¯} = x^{p¯} − ff^{p¯} .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ⇐⇒ ∀ff ∈ L ÉÍÅÅÍ Irr^K_ff (x) = x^{p¯} − a.

ìÅÍÍÁ 3.6. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ⇐⇒ [L : K]_s = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ L=K ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. œÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L = K(ff). ôÏÇÄÁ, Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.4 ÉÍÅÅÍ Irr^K_ff (x) = x^{p¯} − a, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.8 ÉÍÅÅÍ [K(ff) : K]_s = 1. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ [L : K]_s = 1, ÔÏ ∀ff ∈ L Œ ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ [K(ff) : K]_s = 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.8 ÉÍÅÅÍ Irr^K_ff (x) = x^{p¯} − a, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.4 ÜÌÅÍÅÎÔ ff ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.7. âÁÛÎÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÁ ⇐⇒ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÔÁÖ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ.

þÁÓÔØ 4. óÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ff ∈ L, ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÈ ÎÁÄ K ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÐÏÌÅ L^{sep} ⊂ L, ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÎÁÄ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ff; fi ∈ L^{sep}, ÔÏ K(ff; fi)=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÐÏ 2.10, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff + fi; fffi; · · · ∈ L^{sep}.

ðÏÌÅ L^{sep} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K Œ L.

ìÅÍÍÁ 4.2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L^{sep}=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Á L=L^{sep} ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. äÏËÁÖÅÍ ŒÔÏÒÏÅ. ðÕÓÔØ ff ∈ L. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.7 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ¯, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ff^{p¯} ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K. ðÏÜÔÏÍÕ ff^{p¯} ∈ L^{sep}, ÚÎÁÞÉÔ ff ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ L^{sep}.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÂÁÛÎÉ, ÎÉÖÎÉÊ ÜÔÁÖ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ, Á ŒÅÒÈÎÉÊ | ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. ðÕÓÔØ L=K | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, G = Aut(L=K). ôÏÇÄÁ L^G := { x ∈ L | Gx = x } | ÐÏÄÐÏÌÅ Œ L, ÐÒÉÞÅÍ L=L^G | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, Á L^G=K | ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ ff ∈ L. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÁ Gff ⊂ L ËÏÎÅÞÎÁ. ðÕÓÔØ Gff = { ff_1; : : : ; ff_n }. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) =

∏_n

i=1(x − ff_i). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Gp(x) = p(x), ÐÏÜÔÏÍÕ p(x) ∈ L^G[x]. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ p(ff) = 0 É p(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. úÎÁÞÉÔ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ L^G. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ff ∈ L^G. ðÕÓÔØ œ : K(ff) → K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ œ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ø : L → K ÎÁÄ K. ôÏÇÄÁ ø ∈ G, ÔÁË ËÁË L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ ff^œ = ff^ø = ff, ÔÁË ËÁË ff ∈ L^G. îÏ ÔÏÇÄÁ œ = Id, ÚÎÁÞÉÔ [K(ff) : K]_s = 1, ÚÎÁÞÉÔ ff ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ ÎÁÄ K.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.5. ðÏÌÅ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ char K = 0 ÉÌÉ K^p = K, ÇÄÅ p = char K.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.6. ìÀÂÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ff^{p¯} = a ∈ K, ÔÏ ff =^{p¯} √ a ∈ K, ÚÎÁÞÉÔ K ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØ- ÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ L=K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ L^′=K | ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ L ⊂ L^′. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.4 ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L^′=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ É L=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.