1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 12 26.11.2002

þÁÓÔØ 1. ôÅÏÒÅÍÁ çÁÌÕÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ. çÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Aut(L=K) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ L ÎÁÄ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gal(L=K).

œÓÑËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H ⊂ Gal(L=K) ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÄÐÏÌÅ L^H = { ff ∈ L | ∀œ ∈ Gal(L=K) ff^œ = ff }. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÓÑËÏÍÕ ÐÏÄÐÏÌÀ F ⊂ L ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Gal(L=F ) ⊂ Gal(L=K). ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÇÌÁÓÉÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.2. åÓÌÉ L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÑ H → L^H , F → Gal(L=F ) ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ { F | K ⊂ F ⊂ L } ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H ⊂ Gal(L=K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÏŒÅÄÅÍ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜÔÁÐÏŒ.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É G = Gal(L=K), ÔÏ L^G = K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ, ÅÓÌÉ L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏ L^G=K | ÞÉÓÔÏ ÎÅÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ L=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ É L^G=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ L^G = K.

ìÅÍÍÁ 1.4. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ É K ⊂ F ⊂ L, ÔÏ L=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: L=F ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ, É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË L=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.5. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F → Gal(L=F ) | ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ K ⊂ F ⊂ L, ÔÏ L=F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.4, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F = L^{Gal(L=F )}. úÎÁÞÉÔ, ÐÏÌÅ F ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ Gal(L=F ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ F → Gal(L=F ) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.6. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ L=K ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÚÁÎÑÔØÓÑ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØÀ, ÄÏËÁÖÅÍ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

þÁÓÔØ 2. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ L=K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ L = K(ff).

ìÅÍÍÁ 2.2. åÓÌÉ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ L=K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ L=K ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÕ- ÝÅÓŒÔÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ K ⊂ F ⊂ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË [K(ff) : K] = deg Irr^K_ff (x). äÏËÁÖÅÍ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ. ðÕÓÔØ p(x) = Irr^K_ff (x). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ K ⊂ F ⊂ L É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Irr^F_ff (x) = x^k + a_1x^{k−1} + · · · + a_k. ôÏÇÄÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ K(a_1; : : : ; a_k) ⊂ F , ÔÁË ËÁË a_1; : : : ; a_k ∈ F , Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ [K(ff) : K(a_1; : : : ; a_k)] ⩽ k = [K(ff) : F ], ÚÎÁÞÉÔ K(a_1; : : : ; a_k) = F , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÅ F ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Irr^F_ff (x). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË p(ff) = 0 É p(x) ∈ K[x] ⊂ F [x], ÔÏ Irr^F_ff (x)|p(x), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Œ ËÏÌØÃÅ L[x]. ïÄÎÁËÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ Œ ËÏÌØÃÅ L[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2^n ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ÇÄÅ n = deg p(x).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. 1

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÅÊ F , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ K ⊂ F ⊂ L ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ K ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ L ÔÏÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÇÒÕÐÐÙ L^∗, ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÃÉËÌÉÞÎÁ. âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L = K(ff; fi), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ fl ∈ L, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ L = K(fl). âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ fl Œ ŒÉÄÅ fl = ff + cfi, c ∈ K. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÑ K É ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÞÉÓÌÁ c_1 ≠ c_2 ∈ K, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ K(ff + c_1fi) = K(ff + c_2fi). îÏ ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË fi = [(ff + c_1fi) − (ff + c_2fi)]=(c_1 − c_2), ÔÁË É ff = (ff + c_1fi) − c_1fi, ÐÏÜÔÏÍÕ K(ff + c_1fi) = K(ff; fi). äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ L ÎÁÄ K.

åÝÅ ÏÄÎÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2.4. åÓÌÉ L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÁË É ŒÙÛÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á L = K(ff; fi). ðÕÓÔØ n = [L : K] = [L : K]_s É ÐÕÓÔØ œ_1; : : : ; œ_n | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ L → K ÎÁÄ K. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ œ_i(ff) = œ_j(ff) É œ_i(fi) = œ_j(fi), ÔÏ i = j, ÔÁË ËÁË L = K(ff; fi). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ c ∈ K, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ œ_i(ff+cfi) = œ_j(ff+cfi) ÐÒÉ i ≠ j. œÙÂÅÒÅÍ c ∈ K, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÔÁËÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÒÉ i ≠ j ÎÅ ÂÙÌÏ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ fl = ff + cfi. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ œ_i(fl) ∈ K ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ œ_i | ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ K(fl) → K. úÎÁÞÉÔ [K(fl) : K] ⩾ [K(fl) : K]_s ⩾ n = [L : K], ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ K(fl) = L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ L=K ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ É [K(ff) : K] ⩽ n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ff ∈ L, ÔÏ [L : K] ⩽ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ff ∈ L | ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ m = [K(ff) : K] | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ fi ∉ K(ff), ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ fl, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [K(fl) : K] = [K(ff; fi) : K] ¿ [K(ff) : K], ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ m. úÎÁÞÉÔ K(ff) = L É [L : K] = [K(ff) : K] ⩽ n.

þÁÓÔØ 3. ïËÏÎÞÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÌÕÁ

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ L | ÐÏÌÅ É G ⊂ Aut(L) | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, |G| = n, É F = L^G. ôÏÇÄÁ L=F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, G = Gal(L=F ) É [L : F ] = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ff ∈ L É Gff = { ff_1; : : : ; ff_m }. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÉÓÌÁ ff_i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) =

∏_m i=1(x − ff_i) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(x) ∈ F [x]. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f(ff) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Irr^F_ff (x)|f(x). ôÁË ËÁË f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ L ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Irr^F_ff (x). ôÁË ËÁË ff ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=F ÎÏÒÍÁÌØÎÏ É ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∀ff ∈ L ÉÍÅÅÍ [F (ff) : F ] ⩽ n, ÚÎÁÞÉÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ 2.5 ÉÍÅÅÍ [L : F ] ⩽ n. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ n = |G| ⩽ [L : F ]_s ⩽ [L : F ], ÚÎÁÞÉÔ [L : F ] = [L : F ]_s = n É G = Aut(L=F ) = Gal(L=F ).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÌÕÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ H ⊂ Gal(L=K) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.1 ÉÍÅÅÍ H = Gal(L=L^H ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F → Gal(L=F ) | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÐÏÄÛÒÕÐÐÙ H ⊂ Gal(L=K). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ L=K ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÄÐÏÌÅÊ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÄÐÏÌÅÊ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÙÍ. ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÛØ ÉÚ ÐÏÄÇÒÕÐÐ, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ çÁÌÕÁ.

ôÅÐÅÒØ, ÚÁËÏÎÞÉŒ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÌÕÁ, ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É G = Gal(L=K). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ (ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ), ÔÁË É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.

ìÅÍÍÁ 3.3. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ G-ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ œ ∈ G = Aut(L=K) É H ⊂ G. ôÏÇÄÁ L^{œHœ−1} = { ff ∈ L | ∀h ∈ H œhœ^{−1}ff = ff } = { ff ∈ L | ∀h ∈ H hœ^{−1}ff = œ^{−1}ff } = { ff ∈ L | œ^{−1}ff ∈ L^H } = { ff = œfi | fi ∈ L^H } = (L^H )^œ:

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ L=K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É K ⊂ F ⊂ L. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ⇐⇒ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Gal(L=F ) ⊂ Gal(L=K) | ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Gal(F=K) ∼= Gal(L=K)= Gal(L=F ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F → K ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ L → K ÎÁÄ K, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ L=K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÑ L. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ⇐⇒ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=K) ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ F ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3.3 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ Gal(L=F ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ F=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ L=K ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ F ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ F=K. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ Gal(L=K) → Gal(F=K). üÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÁË ËÁË ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ F ÎÁÄ K ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÚ L Œ K ÎÁÄ K, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ L=K Œ ÓÉÌÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ L=K. œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ L=K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÕÐÐÏÊ Gal(L=F ).

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ K ⊂ F; F^′ ⊂ L, ÔÏ F ⊂ F^′ ⇐⇒ Gal(L=F^′) ⊂ Gal(L=F ). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ F ⊂ F^′, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ L, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÁ F^′ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÅÎ É ÎÁ F , ÐÏÜÔÏÍÕ Gal(L=F^′) ⊂ Gal(L=F ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÁÌÕÁ L^{Gal(L=F ′ )} = F^′, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ çÁÌÕÁ Gal(L=F^′) ⊂ Gal(L=F ) ŒÌÅÞÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ F ⊂ F^′.

ìÅÍÍÁ 3.6. åÓÌÉ K ⊂ F ⊂ L, ÔÏ [F : K] = (Gal(L=K) : Gal(L=F )). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÑÍ, ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÄ K ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F → K ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÑ L ÎÁÄ K, ÔÁË ËÁË L=K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ œ É œ^′ ÐÏÌÑ L ÎÁÄ K ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F → K ⇐⇒ œ^{−1}œ^′ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ Gal(L=F ). úÎÁÞÉÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ F → K ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ Gal(L=K)= Gal(L=F ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [F : K] = [F : K]_s = (Gal(L=K) : Gal(L=F )).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ 3.3{3.6 ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ K^{sep} | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÌÑ K. ôÏÇÄÁ K^{sep}=K | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁ- ÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ K. åÇÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ K. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÁÌÕÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ K ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ, Á ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.9. éÚÕÞÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

œ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÅ ÄÁÄÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ p(x) ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, Á L | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. çÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ Gal(L=K) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ çÁÌÕÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x).