áÌÇÅÂÒÁ 2 17.09.2002

þÁÓÔØ 1. çÒÕÐÐÙ É ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. îÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐ- ÐÏÊ, ÅÓÌÉ HH ⊂ H É H^{−1} ⊂ H, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ h; h^′ ∈ H ÉÍÅÅÍ hh^′ ∈ H, h^{−1} ∈ H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.2. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e ∈ H.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.3. 1. åÓÌÉ G | ÇÒÕÐÐÁ É x ∈ G, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ⟨x⟩ := { x^n | n ∈ Z } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x. œÏÏÂÝÅ, ÇÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ G = ⟨x⟩ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ G (ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=nZ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ nZ := ⟨n⟩ ⊂ Z,^1_n Z := ⟨1=n⟩ ⊂ Q=Z. 2. ðÕÓÔØ X | ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Á S ⊂ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ N_S = { f ∈ Aut(X) | f(S) = S } É Z_S = { f ∈ Aut(X) | ∀s ∈ S f(s) = s } | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ Aut(X).

3. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á S ⊂ G | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ N_S = { g ∈ G | gSg^{−1} = S } (ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S) É Z_S = { g ∈ G | ∀s ∈ S gs = sg } (ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ G.

4. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á H_1; H_2 ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. ôÏÇÄÁ H_1 ∩ H_2 ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ { H_i }_{i∈I} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐ Œ G, ÔÏ ⋂ i∈I H_i | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G.

5. ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É x ∈ G. ôÏÇÄÁ xHx^{−1} = { xhx^{−1} | h ∈ H } | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. 1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÌÉÂÏ G ∼= Z, ÌÉÂÏ G ∼= Z=nZ. 2) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.

ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, x ∈ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ xH = { xh | h ∈ H } ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Hx = { hx | h ∈ H } ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ G ÐÏ H. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ xH É Hx ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ x ∈ H). ðÒÉ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ x + H.

ìÅÍÍÁ 1.5. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ xH É yH ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÅŒÁ ÎÁ yx^{−1} ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ xH → yH.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ xH ∩ yH ≠ ∅. ôÏÇÄÁ xh_1 = yh_2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ h_1; h_2 ∈ H. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x = yh_2h^{−1}_1 É xH = yh_2h^{−1}_1 H ⊂ yH. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ y = xh_1h^{−1}_2 É yH = xh_1h^{−1}_2 H ⊂ xH. úÎÁÞÉÔ xH = yH. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ G=H, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H\G. éÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÄŒÏÊÎÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ G ÐÏ H | ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ HxH = { h_1xh_2 | h_1; h_2 ∈ H }. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏ ÐÅÒŒÏÅ (ÎÏ ÎÅ ŒÔÏÒÏÅ!) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 1.5. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÏÊÎÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G ÐÏ H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ H\G=H.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ H ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (G : H) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H Œ G. éÎÄÅËÓ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ (G : 1) ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ G É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.5.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.6. åÓÌÉ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ (G : 1) = (G : H)(H : 1) Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ ËÏÎÅÞÎÙ, ÔÏ ËÏÎÅÞÅÎ É ÔÒÅÔÉÊ É ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ É G | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÑÄËÁ p, ÔÏ G ∼= Z=pZ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ 1 ≠ x ∈ Z. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.6 ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ⟨x⟩ ⊂ G | ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ p, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ⟨x⟩ = G, ÔÏ ÅÓÔØ G | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. 1

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ðÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ⟨x⟩ ⊂ G. ðÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁ x ∈ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x^n = e. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ∀x ∈ G x^n = e.

ìÅÍÍÁ 1.9. ðÕÓÔØ x ∈ G. ôÏÇÄÁ (i) ÐÏÒÑÄÏË x ÄÅÌÉÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ; (ii) ÐÏÒÑÄÏË x ÄÅÌÉÔ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ G; (iii) ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÇÒÕÐÐÙ G ÒÁŒÅÎ îïë ÐÏÒÑÄËÏŒ ŒÓÅÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ { 1; x; x^2; : : : } ÓÔÅÐÅÎÅÊ x. åÓÌÉ x^n = x^m É n ¿ m, ÔÏ x^{n−m} = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ ŒÓÅ ÜÅÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ðÕÓÔØ d | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ x^d = 1 É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ { 1; x; : : : ; x^{d−1} } ÒÁÚÌÉÞÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ d ÒÁŒÅÎ ÐÏÒÑÄËÕ ÇÒÕÐÐÙ ⟨x⟩, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÒÑÄËÕ x. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n | ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x. òÁÚÄÅÌÉÍ n ÎÁ d Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: n = qd + r, 0 ⩽ r ¡ d. ôÏÇÄÁ x^r = x^{n−qd} = x^n(x^d)^{−q} = x^n = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ r = 0, ÔÏ ÅÓÔØ d|n, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (i). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ii) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.6. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (iii) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÇÒÕÐÐÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍ ŒÓÅÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

þÁÓÔØ 2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕÐÐ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ker f = { x ∈ G | f(x) = e^′ }. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Im f = { y ∈ G^′ | y = f(x); x ∈ G }.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ f : G → G^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Ker f = { e }; f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Im f = G^′.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : G → G^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ É f(x) = f(y). ôÏÇÄÁ f(x^{−1} ∘ y) = f(x^{−1}) ∘ f(y) = f(x)^{−1} ∘ f(y) = (f(y))^{−1} ∘ f(y) = e^′, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x^{−1} ∘ y ∈ Ker f. äÁÌÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ H → G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ H. ïÄÎÁËÏ ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÖÅ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ H ⊂ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ∀x ∈ G xHx^{−1} = H.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ∀x ∈ G xHx^{−1} ⊂ H.

åÓÌÉ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G, ÔÏ ÐÉÛÕÔ H / G.

ìÅÍÍÁ 2.5. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : G → G^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x(Ker f)x^{−1} ⊂ Ker f. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, g ∈ Ker f =⇒ f(g) = e^′ =⇒ f(xgx^{−1}) = f(x)f(g)f(x)^{−1} = f(x)f(x)^{−1} = e^′ =⇒ xgx^{−1} ∈ Ker f.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.6. 1. { e } É G | ÎÏÒÍÁÌØÎÙ Œ G.

2. ìÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. 3. ðÏÄÇÒÕÐÐÙ { e },

⟨(_{123} 231 )⟩ É S_3 Œ ÇÒÕÐÐÅ S_3 ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, Á ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

⟨(_{123} 213 )⟩ , ⟨(_{123} 321 )⟩ É ⟨(_{123} 132 )⟩ | ÎÅÔ.

4. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ Z_S ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ N_S (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1.3.2). 5. ãÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ Z_G = { g ∈ G | ∀x ∈ G gx = xg } | ÎÏÒÍÁÌÅÎ. 6. åÓÌÉ H ⊂ G | ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ∩_{x∈G}xHx^{−1} | ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ G. 7. åÓÌÉ H_1; H_2 / G, ÔÏ H_1 ∩ H_2 / G. 8. åÓÌÉ K ⊂ H ⊂ G É K / G, ÔÏ K / H.

9. åÓÌÉ H ⊂ G | ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ H / N_H . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ H ⊂ K ⊂ G É H / K, ÔÏ K ⊂ N_H . 10. åÓÌÉ H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ É K | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ N_H , ÔÏ KH | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ G É H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ KH.

ìÅÍÍÁ 2.7. åÓÌÉ H ⊂ G | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ∀x ∈ G xH = Hx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: xH = (xH)e = (xH)(x^{−1}x) = (xHx^{−1})x = Hx.

ðÕÓÔØ H ⊂ G | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (xH)(yH) = x(Hy)H = x(yH)H = (xy)(HH) = xyH. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÅŒÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ G=H ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ: (2:8) (xH) ∘ (yH) := xyH:

éÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ xH É yH, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x É y).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.9. åÓÌÉ H ⊂ G | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G=H Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ∘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ f : G → G=H, x → xH ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ, ÐÒÉÞÅÍ Ker f = H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ:

((xH) ∘ (yH)) ∘ (zH) = ((xy)H) ∘ (zH) = ((xy)z)H = (x(yz))H = (xH) ∘ ((yz)H) = (xH) ∘ ((yH) ∘ (zH)): äÁÌÅÅ, ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ eH = H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ: (xH) ∘ (eH) = (xe)H = xH; (eH) ∘ (xH) = (ex)H = xH:

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ x^{−1}H ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ËÌÁÓÓÕ xH: (xH) ∘ (x^{−1}H) = (xx^{−1})H = eH; (x^{−1}H) ∘ (xH) = (x^{−1}x)H = eH:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, G=H | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÁ. œÔÏÒÁÑ ÖÅ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. çÒÕÐÐÁ G=H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H. çÒÕÐÐÙ Z=nZ, Q=Z, R=Z É C =Z ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.10. ðÕÓÔØ f : G → G^′ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ G= Ker f ∼= Im f (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ H = Ker f. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —f : G=H → Im f ÆÏÒÍÕÌÏÊ —f(xH) = f(x). ðÒÏŒÅÒÉÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ xH = yH, ÔÏ y = xh, h ∈ H É f(y) = f(xh) = f(x)f(h) = f(x)e^′ = f(x), ÔÁË ËÁË h ∈ H = Ker f. úÁÍÅÔÉÍ ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ —f(xH ∘ yH) = —f(xyH) = f(xy) = f(x)f(y) = —f(xH) —f(yH) É —f(eH) = f(e) = e^′;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ —f | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ —f(xH) = f(x) = e^′, ÔÏ x ∈ Ker f = H, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ xH = eH, ÔÏ ÅÓÔØ —f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ —f | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, —f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.11. (i) åÓÌÉ f : G → G^′ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÔÏ G^′ ∼= G= Ker f. (ii) œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ f : G → G^′ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G → G= Ker f → Im f → G^′.