áÌÇÅÂÒÁ 3 24.09.2002

þÁÓÔØ 1. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a : G × X → X, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ

(i) ∀g; h ∈ G; x ∈ X a(g; a(h; x)) = a(gh; x); (ii) ∀x ∈ X a(e; x) = x:

äÌÑ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÞÁÓÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË (g; x) → gx.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ: (g; x) → x.

2. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐ ¯_n, ¯, S^1, R^+, C^∗ ÎÁ C ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. 3. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË S_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ { 1; : : :; n }. 4. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ Aut(X) ÎÁ X, ÇÄÅ X | ÌÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.

5. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G × G → G; (g; x) → g ∘ x | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÌÅŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ.

6. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ, Á H ⊂ G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G × G=H → G=H; (g; xH) → gxH | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÅŒÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ G ÐÏ H.

7. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G × G → G; (g; x) → gxg^{−1} | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÅÂÅ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ.

8. ðÕÓÔØ (g; x) → gx | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, Á f : H → G | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ôÏÇÄÁ (h; x) → f(h)x | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ H ÎÁ X.

9. ðÕÓÔØ (g; x) → gx | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, Á Y ⊂ X | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ GY ⊂ Y .

ôÏÇÄÁ (g; y) → gy ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ Y .

10. ðÕÓÔØ (g; x) → gx É (g; y) → gy | ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X É Y . ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ X × Y , (g; x; y) → (gx; gy), É Map(Y; X), (g; f) → f^g , ÇÄÅ f^g (y) := gf(g^{−1}y).

11. ðÕÓÔØ (g; x) → gx | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X: (g; Y ) → gY , ÇÄÅ Y ⊂ X.

ìÅÍÍÁ 1.3. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ G → Aut(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ a : G×X → X | ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ X. œÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a_g : X → X, x → a(g; x). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ a_{gh}(x) = a(gh; x) = a(g; a(h; x)) = a_g(a_h(x)) = (a_g ∘ a_h)(x), É a_e(x) = a(e; x) = x = Id_X (x), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ a : G → Map(X; X), g → a_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÍÏÎÏÉÄÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ∀g ∈ G a(g) ∈ Aut(X) É a : G → Aut(X) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ a : G → Aut(X), g → a_g | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÔÏ (g; x) → a_g(x) | ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ X.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.2.7 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S_g : G → G, x → gxg^{−1}, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ G ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÏ É ËÁË ÇÒÕÐÐÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó ÇÒÕÐÐÏŒÙÍ ÚÁËÏÎÏÍ É ÐÅÒÅŒÏÄÑÔ e Œ e). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S : G → Aut(G) ÉÚ ÇÒÕÐÐÙ G Œ ÇÒÕÐÐÕ ÅÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ S_g ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ ÇÒÕÐÐÅ Aut(G); ÏÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Inn(G). íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Inn(G) / Aut(G). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ Out(G) = Aut(G)= Inn(G) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ŒÎÅÛÎÉÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1.2.5 ÓÄŒÉÇÉ T_g : G → G, x → gx ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G.

äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ÅÝÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÌÅŒÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÑÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ a^′ : X × G → X, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a^′(a^′(x; g); h) = a^′(x; gh) É a^′(x; e) = x ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h ∈ G É x ∈ X. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ ÐÒÁŒÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ.

åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. œ ÏÂÝÅÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ, ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÁŒÏÅ ÐÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ.

ìÅÍÍÁ 1.6. åÓÌÉ a : G × X → X | ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ÔÏ a^′(x; g) := a(g^{−1}; x) | ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ a^′ : X × G → X | ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ÔÏ a(g; x) := a^′(x; g^{−1}) | ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: a^′(a^′(x; g); h) = a(h^{−1}; a(g^{−1}; x)) = a(h^{−1}g^{−1}; x) = a((gh)^{−1}; x) = a^′(x; gh) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

þÁÓÔØ 2. ïÒÂÉÔÙ É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ

ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X É x ∈ X. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Gx = { gx | g ∈ G } ⊂ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÂÉÔÏÊ ÔÏÞËÉ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G_x = { g ∈ G | gx = x } ⊂ G ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ. ðÏÄÇÒÕÐÐÁ G_x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ (ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ) ÔÏÞËÉ x.

ðÒÉÍÅÒ 2.1. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { 1; : : :; n }. ðÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÇÒÕÐÐÙ S_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ŒÓÑËÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ X ⊃ X_k = { ŒÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ { 1; : : : ; n } }. óÔÁÂÉÌÉ- ÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ { i_1; : : : ; i_k } ∈ X_k ⊂ X | ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ œ({ i_1; : : : ; i_k }) = { i_1; : : :; i_k }.

ìÅÍÍÁ 2.2. ìÀÂÙÅ ÄŒÅ ÏÒÂÉÔÙ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Gx ∩ Gy ≠ ∅. ðÕÓÔØ z ∈ Gx ∩ Gy. ôÏÇÄÁ z = gx ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ g ∈ G, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x = g^{−1}z É, ÚÎÁÞÉÔ, Gx = Gg^{−1}z = Gz. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Gy = Gz. úÎÁÞÉÔ Gy = Gx.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ∼ y ⇐⇒ ∃g ∈ G y = gx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∼ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÇÒÕÐÐÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ | ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ | ÉÚ ĂÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉĄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ.

åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ X | G-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÏÒÆÉÚÍÏÍ G-ÍÎÏÖÅÓÔŒ X → Y (G-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y , ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ∀g ∈ G, x ∈ X f(gx) = gf(x).

ìÅÍÍÁ 2.4. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X É x ∈ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ G- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Gx É G=G_x ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G=G_x → Gx, gG_x → gG_xx = gx, ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ G-ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÁÌÅÅ, ÏÎÏ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒ- ÂÉÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÇÏ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ gG_x É g^′G_x ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÏÒÂÉÔÙ Gx. ôÏÇÄÁ gx = g^′x, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (g^{−1}g^′)x = g^{−1}(g^′x) = g^{−1}(gx) = (g^{−1}g)x = ex = x, ÚÎÁÞÉÔ g^{−1}g^′ ∈ G_x, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ gG_x = g(g^{−1}g^′G_x) = g^′G_x.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. äÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ Gx ÒÁŒÎÁ (G : G_x).

ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ y ∈ Gx, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G_y É G_x ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ y = gx, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ G_y = gG_xg^{−1}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.7. éÎÄÅËÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÒÁŒÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ðÕÓÔØ x_1; : : :; x_k | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌÉ ÏÒÂÉÔ. ôÏÇÄÁ |X| =

∑_k

i=1(G : G_{xi} ).

œÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍÉ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍÉ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, x; y ∈ G ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ⇐⇒ ∃g ∈ G ÔÁË ÞÔÏ x = gyg^{−1}. óÁÍÉ ÏÒÂÉÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8 Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÌÁÓÓÏŒ:

(2:9) (G : 1) = ∑ x (G : Z_x) (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ)

äÁÄÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÒÉŒÉÁÌÅÎ. äÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ (Ô.Å. ÑÄÒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G → Aut(X)) ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ.

þÁÓÔØ 3. çÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË

ðÕÓÔØ i_1; : : : ; i_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { 1; : : : ; n }. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ i_1 → i_2 → i_3 → · · · → i_k → i_1 É ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { 1; : : :; n } ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ (i_1i_2 : : : i_k). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (i_1i_2i_3 : : : i_{k−1}i_k) = (i_2i_3 : : : i_{k−1}i_ki_1). ãÉËÌÙ (i_1i_2 : : : i_k) É (j_1j_2 : : : j_l) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ { i_1; : : : ; i_k } ∩ { j_1; : : : ; j_l } = ∅.

ìÅÍÍÁ 3.1. îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÃÉËÌÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ. ìÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ. ôÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ É ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÃÉËÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÔÏÒÕÀ. ðÕÓÔØ œ ∈ S_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Z=mZ∼= ⟨œ⟩ ⊂ S_n ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ { 1 : : : ; n }. ðÕÓÔØ { i^1; : : : ; i^s_1 } | ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÉ ŒÓÅÈ ÏÒÂÉÔ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 1 ⩽ t ⩽ s ÐÏÌÏÖÉÍ i^t_p = œ(i^t_{p−1}) É ÐÕÓÔØ k_t | ÄÌÉÎÁ ÏÒÂÉÔÙ ÔÏÞËÉ i^t_1. ôÏÇÄÁ ⟨œ⟩i^t_1 ∼= Z=k_tZ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ i^t_p ÐÒÉ 1 ⩽ p ⩽ k_t ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, Á i^t_{kt+1} = i^t_1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ œ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÃÉËÌÏŒ (i^1 : : : i^1_{k1} ) · : : : · (i^s_1 : : : i^s_{ks} ) ÐÒÉÞÅÍ ÃÉËÌÙ | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ œ = (j^1 : : : j^1_{l1} ) · : : : · (j^r_1 : : : i^r_{lr} ) ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. äÏÂÁŒÌÑÑ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ j^q_p ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { 1; : : : ; n }. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ⟨œ⟩ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { j^1 : : : j^1_{l1} }, : : : , { j^r_1 : : : i^r_{lr} }. ðÏÜÔÏÍÕ r = s É, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÃÉËÌÙ É ÍÅÎÑÑ Œ ÎÉÈ ÐÅÒŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ j^t_1 = i^t_1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ 1 ⩽ t ⩽ s. îÏ ÔÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ l_t = k_t É j^t_p = i^t_p ÐÒÉ ŒÓÅÈ p.

ðÕÓÔØ œ = (i^1 : : : i^1_{k1} ) · : : : · (i^s_1 : : : i^s_{ks} ) | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÃÉËÌÏŒ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 1 É ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k_1 ⩾ k_2 · · · ⩾ k_s É k_1 + · · · + k_s = n. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ (k_1; : : : ; k_s) | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n. éÚ ÌÅÍÍÙ 3.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ œ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ É œ^′ | ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ œ = (i^1 : : : i^1_{k1} ) · : : : · (i^s_1 : : : i^s_{ks} ), k_1 ⩾ · · · ⩾ k_s É k_1 + · · · + k_s = n. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ^′ = gœg^{−1}. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ œ^′ = (g(i^1) : : : g(i^1_{k1} )) · : : : · (g(i^s_1) : : : g(i^s_{ks} )), ÚÎÁÞÉÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ œ^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (k_1; : : : ; k_s). ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ œ^′ = (j^1 : : : j^1_{k1} )·: : :·(j^s_1 : : : j^s_{ks} ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ g ÐÒÁŒÉÌÏÍ g(i^t_p) = j^t_p. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ œ^′ = gœg^{−1}.

ãÉËÌ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ.

ìÅÍÍÁ 3.3. ìÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (i_1i_2i_3 : : : i_{k−1}i_k) = (i_1i_2) · (i_2i_3) · : : : · (i_{k−1}i_k) É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3.1.

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ œ = ø_1 · : : : · ø_N | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÞÅÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ N ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ËÁË þâ(œ) = |{ (i; j) | i ¡ j É œ(i) ¿ œ(j) }|. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ N ≡ þâ(œ) mod 2. ðÕÓÔØ œ | ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ œ, Á ø = (ij), i ¡ j. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ œ(i) ¡ œ(j), ÔÏ þâ(œ · ø ) = þâ(œ) + 2|{ k | i ¡ k ¡ j É œ(i) ¡ œ(k) ¡ œ(j) }| + 1; ÅÓÌÉ œ(i) ¿ œ(j), ÔÏ þâ(œ · ø ) = þâ(œ) − 2|{ k | i ¡ k ¡ j É œ(i) ¡ œ(k) ¡ œ(j) }| − 1;

ÔÁË ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ þâ(œ · ø ) ≡ þâ(œ) + 1 mod 2, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ N .

ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ, É ÎÅÞÅÔÎÏÊ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ ÌÅÍÍÙ 3.4 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ” : S_n → ¯_2 = { ±1 }, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÞÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ Œ 1, Á ÎÅÞÅÔÎÙÅ Œ −1, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

þÉÓÌÏ ”(œ) ∈ { ±1 } ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ. çÒÕÐÐÁ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË A_n = Ker ” ⊂ S_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ A_n / S_n, S_n=A_n ∼= ¯_2.