áÌÇÅÂÒÁ 4 01.10.2002

þÁÓÔØ 1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌÅÃ

áÎÁÌÏÇÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÄÌÑ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, Á ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ | ÉÄÅÁÌÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÅÓÌÉ B | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ 1_A ∈ B, BB ⊂ B.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. ëÏÌØÃÁ Z, Z=nZ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÏÄËÏÌÅÃ.

2. ëÏÌØÃÏ ZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ Q, R É C . 3. ëÏÌØÃÏ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ ËÏÌØÃÁÈ R[x] É R[[x]].

4. åÓÌÉ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ R, ÔÏ R[f(x)] (R[[f(x)]] ÓÏÏÔŒ.) | ÐÏËÏÌØÃÏ Œ R[x] (R[[x]] ÓÏÏÔŒ.).

5. œÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÐÏÄËÏÌØÃÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ.

6. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ, S ⊂ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ Z_S (A) := { a ∈ A | ∀s ∈ S as = sa } | ÐÏÄËÏÌØÃÏ. 7. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ, ÔÏ Z(A) := Z_A(A) = { a ∈ A | ∀s ∈ A as = sa } | ÐÏÄËÏÌØÃÏ (ÃÅÎÔÒ ËÏÌØÃÁ A).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á I ⊂ A | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ AI ⊂ I, É ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ IA ⊂ I. åÓÌÉ ÖÅ I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÐÒÁŒÙÍ É ÌÅŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÔÏ I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ ÉÄÅÁÌÏÍ.

äŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ ÞÁÓÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏ ÉÄÅÁÌÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.4. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (ÌÅŒÙÊ, ÐÒÁŒÙÊ ÉÌÉ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ) I ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ, ÔÏÌØËÏ É ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ I = A.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.5. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ É, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.6. 1. ðÏÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

2. œÓÑËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ) Œ ËÏÌØÃÁÈ ZÉ Z=nZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ. 3. ðÕÓÔØ A | ËÏÌØÃÏ É a ∈ Z(A). ôÏÇÄÁ { f(x) ∈ A[x] | f(a) = 0 } | ÉÄÅÁÌ.

4. íÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÅŒÙÊ (ÎÏ ÎÅ ÐÒÁŒÙÊ!) ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÁÔÒÉÃ. áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÎÕÌÅŒÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁŒÙÊ (ÎÏ ÎÅ ÌÅŒÙÊ!) ÉÄÅÁÌ. á ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÁÔÒÉÃ (Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ) ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÔ!

5. óÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃÁÈ. 6. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ, S ⊂ A | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ AS := {

∑_m i=1 a_is_i } | ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, SA := {

∑_m i=1 s_ia_i } | ÐÒÁŒÙÊ ÉÄÅÁÌ, Á ASA := {

∑_m i=1 a_is_ia^′_i } | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A (ÚÄÅÓØ s_i ∈ S, a_i; a^′_i ∈ A).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S. åÓÌÉ ÖÅ ËÏÌØÃÏ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÉÍÅÅÍ AS = SA = ASA.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. ñÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ker f = { a ∈ A | f(a) = 0 }. ïÂÒÁÚÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : A → B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Im f = { b ∈ B | b = f(a); a ∈ A }.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 1.8. ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ f : A → B | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ B, Á ÑÄÒÏ | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ A.

ìÅÍÍÁ 1.9. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Ker f = { 0 }; f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Im f = B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÇÒÕÐÐ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄËÏÌØÃÏ B ⊂ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. 1

ðÕÓÔØ I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÌØÃÁ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Á I | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÔÏ I | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (1:10) (a + I) + (b + I) = (a + b) + I: ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ A=I ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (1:11) (a + I)(b + I) := ab + I: ìÅÍÍÁ 1.12. ïÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (1:11) ÎÁ A=I ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÄÏÐÕÓÔÉÍ a^′ + I = a + I, b^′ + I = b + I. ôÏÇÄÁ a^′ = a + m, b^′ = b + n, m; n ∈ I. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a^′b^′ = (a + m)(b + n) = ab + mb + an + mn, ÐÒÉÞÅÍ mb ∈ IA ⊂ I, an ∈ AI ⊂ I, mn ∈ II ⊂ I, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ mb + an + mn ∈ I É ab + I = a^′b^′ + I.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.13. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A=I Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (1:10) É (1:11) ÓÏÏÔŒ. ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ f : A → A=I, a → a + I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÏÌÅÃ, ÐÒÉÞÅÍ Ker f = I.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÆÁËÔÏÒ- ÇÒÕÐÐÅ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, A=I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÉÄÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ:

((a + I)(b + I))(c + I) = (ab + I)(c + I) = (ab)c + I = a(bc) + I = (a + I)(bc + I) = (a + I)((b + I)(c + I)); (a + I)(1 + I) = a · 1 + I = a + I; (1 + I)(a + I) = 1 · a + I = a + I:

îÁËÏÎÅÃ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ A=I ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ:

((a+I)+(b+I))(c+I) = ((a+b)+I)(c+I) = (a+b)c+I = (ac+bc)+I = (ac+I)+(bc+I) = (a+I)(c+I)+(b+I)(c+I): œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ëÏÌØÃÏ A=I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒËÏÌØÃÏÍ ËÏÌØÃÁ A ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I. ëÏÌØÃÏ Z=nZÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÆÁËÔÏÒ- ËÏÌØÃÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1.14. ðÕÓÔØ f : A → B | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ A= Ker f ∼= Im f (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ I = Ker f. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ —f : A=I → Im f ÆÏÒÍÕÌÏÊ —f(a + I) = f(a). äÁÌÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.15. (i) åÓÌÉ f : A → B | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÔÏ B ∼= A= Ker f. (ii) œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f : A → B ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A → A= Ker f → Im f → B.

þÁÓÔØ 2. íÏÄÕÌÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ìÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ A (ÉÌÉ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ M , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ËÏÌØÃÁ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A × M → M , (a; m) → am, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (ab)m = a(bm); 1m = m; (a + b)m = am + bm; a(m + n) = am + an:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÙÅ A-ÍÏÄÕÌÉ.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.2. 1. œÓÑËÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z-ÍÏÄÕÌÅÍ.

2. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÅŒÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ, Á ŒÓÑËÉÊ ÐÒÁŒÙÊ ÉÄÅÁÌ | ÐÒÁŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍÏ ËÏÌØÃÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÓÏÂÏÊ.

3. íÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n×m ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n É ÐÒÁŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ m × m.

4. åÓÌÉ U É V | ÁÂÅÌÅŒÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom(U; V ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÚ U Œ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ End(V ) É ÐÒÁŒÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ End(U ).

5. ðÕÓÔØ M É N | A-ÍÏÄÕÌÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ a(m; n) = (am; an) ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ M × N ÓÔÒÕËÔÕÒÕ A-ÍÏÄÕÌÑ. üÔÏÔ A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÏÄÕÌÅÊ M É N É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ M ⊕ N .

6. ðÕÓÔØ { M_i }_{i∈I} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A-ÍÏÄÕÌÅÊ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ { (m_i)_{i∈I} }, ÇÄÅ m_i ∈ M_i É ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÎÁÂÏÒÅ { (m_i) } ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ A- ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ a(m_i) = (am_i). üÔÏÔ A-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M_i É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ⨁ i∈I M_i.

7. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) A-ÍÏÄÕÌÅÊ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.3. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ A-ÍÏÄÕÌÅÍ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀a ∈ A, m ∈ M ÉÍÅÅÍ 0m = 0, a0 = 0, (−a)m = −am.

ìÅÍÍÁ 2.5. óÔÒÕËÔÕÒÙ A-ÍÏÄÕÌÑ ÎÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ M ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÂÉÅËÃÉÉ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ËÏÌÅÃ A → End(M ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ M | A-ÍÏÄÕÌØ. œÓÑËÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ a ∈ A ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ(a) : M → M , m → am. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ æ(a) ∈ End(M ), É ÞÔÏ æ : A → End(M ) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ æ : A → End(M ) | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ A-ÍÏÄÕÌÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ am := æ(a)(m).

ðÕÓÔØ M | ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ. áÂÅÌÅŒÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ N ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ A-ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ, ÅÓÌÉ AN ⊂ N . áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÉ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÍÏÄÕÌÑÈ.

ðÕÓÔØ M -ÌÅŒÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ, Á S ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ AS := { ∑ s∈S a_ss } ⊂ M , ÇÄÅ a_s ∈ A É ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÏÄÕÌÅÍ. åÓÌÉ AS = M , ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ M , ÉÌÉ ÞÔÏ A-ÍÏÄÕÌØ M ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ S. åÓÌÉ Õ ÍÏÄÕÌÑ M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ∑ s∈S a_ss = 0 =⇒ ∀s a_s = 0.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ.

ìÅÍÍÁ 2.7. åÓÌÉ S | ÂÁÚÉÓ Œ M , ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÄÕÌÑ M ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ∑ s∈S a_ss, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ S-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ∑ s∈S a_ss = ∑ s∈S b_ss. ôÏÇÄÁ ∑ s∈S (a_s − b_s)s = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a_s = b_s ÐÒÉ ŒÓÅÈ s ∈ S Œ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ M É N | A-ÍÏÄÕÌÉ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ f : M → N ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ f(am) = af(m) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A, m ∈ M . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏ(ÜÐÉ, ÉÚÏ, ÜÎÄÏ, ÁŒÔÏ)ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏ(ÜÐÉ, ÉÚÏ, ÜÎÄÏ, ÁŒÔÏ)ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A-ÍÏÄÕÌÅÊ M → N ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Hom_A(M; N ), Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ A-ÍÏÄÕÌÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ End_A(M ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.8. A-ÍÏÄÕÌØ M ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ ⇐⇒ M ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍÕ A-ÍÏÄÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ðÕÓÔØ M = ⨁ i∈I A. ðÕÓÔØ s_i ∈ M | ÜÌÅÍÅÎÔ, ŒÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÒÏÍÅ i-ÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÙ 0, Á i-ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ 1. ôÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ S = { s_i }_{i∈I} | ÂÁÚÉÓ Œ M . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ A-ÍÏÄÕÌØ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ S. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ⨁ s∈S A. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ⨁ s∈S A → M ÐÒÁŒÉÌÏÍ (a_s)_{s∈S} → ∑ s∈S a_ss. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_A(M; N ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (f + g)(m) = f(m) + g(m). åÓÌÉ ÖÅ ËÏÌØÃÏ A-ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom_A(M; N ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ A-ÍÏÄÕÌÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (af)(m) = a(f(m)). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (af)(bm) = af(bm) = abf(m) = baf(m) = b(af)(m);

ÐÏÜÔÏÍÕ af ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ A-ÍÏÄÕÌÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ.