1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 5 08.10.2002

þÁÓÔØ 1. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. œÓÑËÉÊ K-ÍÏÄÕÌØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K ÉÌÉ K-ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. üÌÅÍÅÎÔÙ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 1.2. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′ ⊂ S, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ S^′ ⊂ S | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ^1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ S^′ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ S^′ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S \ S^′. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′ ∪ { s } ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ a_ss + ∑ t∈S^′ att = 0. ñÓÎÏ,

ÞÔÏ a_s ≠ 0, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′ ÂÙÌÏ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, a_s ∈ K | ÏÂÒÁÔÉÍ! õÍÎÏÖÁÑ ÎÁ a^{−1}_s ÐÏÌÕÞÁÅÍ s = ∑ t∈S^′ (−a −1 s a_t)t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÏÄÕÌØ KS^′ ⊂ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ KS^′ = KS = V .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , Á ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_0 ⊂ S | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_0 ⊂ S^′ ⊂ S, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ V . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÚÁ S^′ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ S_0.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.4. œÓÑËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ. œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÐÏÌÎÅÎÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ. åÓÌÉ V | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ, ÔÏ V ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ìÅÍÍÁ 1.5. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, U; W ⊂ V | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ U + W = { v ∈ V | v = u + w; u ∈ U; w ∈ W } É U ∩ W | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ V .

ìÅÍÍÁ 1.6. ðÕÓÔØ U; W ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ U + W = V É U ∩ W = { 0 }. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ v = u + w, ÇÄÅ u ∈ U É w ∈ W . œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, V ∼= U ⊕ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ V = U + W . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ u + w = u^′ + w^′. ôÏÇÄÁ u − u^′ = w^′ − w. îÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÅÖÉÔ Œ U , Á ÐÒÁŒÁÑ Œ W , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÌÅÖÉÔ Œ U ∩ W = { 0 }. úÎÁÞÉÔ u^′ = u É w^′ = w É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U ⊕ W → V , (u; w) → u + w ∈ V . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U É W , Á ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Ë U Œ V .

ôÅÏÒÅÍÁ 1.7. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { u_i } Œ U , ÄÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ { u_i } ∪ { w_j } Œ V É ÐÏÌÏÖÉÍ W = K{ w_j }. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ U + W = V É U ∩ W = { 0 }.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ, ÔÁË É ŒÙÂÏÒ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ!

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.8. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÔÅÌÏÍ.

1åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ S^′ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÍÑ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÏÞËÉ S^′_1 ⊂ S^′_2 ⊂ · · · ⊂ S^′_n ⊂ : : : ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ S ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ S^′_i ⊂ S^′ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ S^′ = ⋃_∞ i=1 S^′_i . åÓÌÉ ∑_m

p=1 a_ps_p = 0 | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ s_1; : : : ; s_m ∈ S^′ , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ i, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ s_1 ; : : : ; s_m ∈ S^′_i , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a_1 = · · · = a_m = 0, ÔÁË ËÁË S^′_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ. úÎÁÞÉÔ S^′ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ. 1

þÁÓÔØ 2. âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ (e_i) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e^′_i) ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (e_i) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ (i) ÎÁÂÏÒ (e^′_i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÁÂÏÒÁ (e_i);

ÌÉÂÏ (ii) e^′_i = { ˘e_{i0} ; i = i_0 e_i; i ≠ i_0

, ÇÄÅ i_0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ É ˘ ∈ K | ÏÂÒÁÔÉÍ;

ÌÉÂÏ (iii) e^′_i = { e_{i0} + ˘e_{i1} ; i = i_0 e_i; i ≠ i_0

, ÇÄÅ i_0; i_1 É ˘ ∈ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ.

ìÅÍÍÁ 2.2. ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ (e^′_i) Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (e_i) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ. ôÏÇÄÁ (e_i) | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ (ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ V , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ Œ V ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ (e^′_i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e^′_i ŒÌÅÞÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_i. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ É ŒÅË- ÔÏÒÙ e^′_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. äÁÌÅÅ, ÌÀÂÏÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÅËÔÏÒÙ e^′_i. úÎÁÞÉÔ ŒÅËÔÏÒÙ e^′_i ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V , ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÙ e_i ÅÇÏ ÐÏÒÏÖÄÁÌÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ e_i ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, ÔÏ e^′_i ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. îÁËÏÎÅÃ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ (e_i) ÓÁÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ (e^′_i), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ ŒÅÒÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ (x_{ij}) | ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ A. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (x^′_{ij}) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij}) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÒÏË, ÅÓÌÉ

ÌÉÂÏ (i) ÍÁÔÒÉÃÁ (x^′_{ij}) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij});

ÌÉÂÏ (ii) x^′_{ij} = { ˘x_{i0j} ; i = i_0 x_{ij}; i ≠ i_0

, ÇÄÅ i_0 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ É ˘ ∈ A | ÏÂÒÁÔÉÍ;

ÌÉÂÏ (iii) x^′_{ij} = { x_{i0j} + ˘x_{i1j}; i = i_0 x_{ij}; i ≠ i_0

, ÇÄÅ i_0; i_1 É ˘ ∈ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. ìÀÂÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij}) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ (x_{ij}). ìÀÂÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij}) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ (x_{ij}).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. íÁÔÒÉÃÁ (x_{ij}) ÒÁÚÍÅÒÁ n × m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

ŒÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ x_{ij} = 0 ÐÒÉ j ¡ l_i É x_{ili} = 1, ÅÓÌÉ l_i ⩽ m, ÇÄÅ 1 ⩽ l_1 ¡ l_2 ¡ · · · ¡ l_n; ÎÉÖÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ x_{ij} = 0 ÐÒÉ i ¡ l_j É x_{lj j} = 1, ÅÓÌÉ l_j ⩽ n, ÇÄÅ 1 ⩽ l_1 ¡ l_2 ¡ · · · ¡ l_m;

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ x_{ii} = 1 ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ r É x_{ij} = 0 ÉÎÁÞÅ, ÇÄÅ 1 ⩽ r ⩽ m; n.

ìÅÍÍÁ 2.6. ìÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Ë ŒÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ | Ë ÎÉÖÎÅÓÔÕ- ÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ, Á ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ÔÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ | ÔÏ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ.

äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (x_{ij}) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÕÓÔØ l_1 = min{ j | x_{ij} ≠ 0 } É ÐÕÓÔØ x_{i1;l1} ≠ 0. ðÕÓÔØ (x^′_{ij}) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (x_{ij}) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ 1-ÏÊ É i_1-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ); (x^{′′}_{ij}) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (x^′_{ij}) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ (x^′_{1l1} )^{−1} (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ), Á ÍÁÔÒÉÃÁ (x^{′′′}_{ij} ) ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ (x^{′′}_{ij}) ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ −x^{′′}_{il1} , ÇÄÅ i = 2; : : : ; n (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ). ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÕ ÖÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÅÝÅ n − 1 ÒÁÚ, ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ Ë ŒÅÒÈÎÅÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÍÕ ŒÉÄÕ. œÔÏÒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

ðÕÓÔØ (e_i) | ÂÁÚÉÓ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÓÔŒÅ V . œÓÑËÉÊ ŒÅËÔÏÒ v ∈ V ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ v =

∑_n i=1 x_ie_i. üÌÅÍÅÎÔÙ x_i ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ŒÅËÔÏÒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i. œÅËÔÏÒ v ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÓÑËÉÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_m ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ n × m ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij}), j-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÁ v_j.

ìÅÍÍÁ 2.7. ðÕÓÔØ (x_{ij}) | ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : :; v_m Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n. ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij} ) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÂÁÚÉÓÁ (e_i), Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ (x_{ij}) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (v_j).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁ ÐÒÏŒÅÒËÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ V , Á v_1; : : : ; v_m | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÓÍÙ. ôÏÇÄÁ m ⩽ n. åÓÌÉ ÖÅ m = n, ÔÏ v_1; : : : ; v_m | ÂÁÚÉÓ Œ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v_1; : : : ; v_m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_1; : : : ; e_n, ÐÒÉŒÏÄÑÝÕÀ ÅÅ Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ Ë ÂÁÚÉÓÕ (e_i) É ÎÁÂÏÒÕ (v_j ). ðÕÓÔØ (e^′_i) É (v^′_j ) | ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e^′_i | ÂÁÚÉÓ, Á ÎÁÂÏÒ v^′_j | ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.7 ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ v^′_j ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ŒÉÄ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, v^′_i = e^′_i ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ r É v^′_i = 0 ÐÒÉ r ¡ i ⩽ m. úÎÁÞÉÔ m = r ⩽ n. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ m = r = n, ÔÏ v^′_i = e^′_i ÐÒÉ 1 ⩽ i ⩽ n, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ v^′_1; : : : ; v^′_m ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.2 ŒÅËÔÏÒÙ v_1; : : : ; v_m ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.10. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ ÌÀÂÏÍ ÉÚ ÂÁÚÉÓÏŒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØÀ V É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dim V .

ìÅÍÍÁ 2.11. åÓÌÉ U ⊂ V , ÔÏ dim U ⩽ dim V , ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ dim U = dim V ¡ ∞, ÔÏ U = V . åÓÌÉ V = U ⊕ W , ÔÏ dim V = dim U + dim W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 2.8. ðÕÓÔØ V = U ⊕ W . œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ { u_i } Œ U É ÂÁÚÉÓ { w_j } Œ W . ôÏÇÄÁ { u_i } ∪ { w_j } | ÂÁÚÉÓ Œ U ⊕ W .

þÁÓÔØ 3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ K | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ K-ÍÏÄÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÊ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ K. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f : U → V | ÜÔÏ Ker f := { u ∈ U | f(u) = 0 } ⊂ U , Á ÏÂÒÁÚ | ÜÔÏ Im f := { v ∈ V | v = f(u); u ∈ U }.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ f : U → V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ⇐⇒ Ker f = { 0 }; f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ⇐⇒ Im f = V .

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ K, U ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ V =U ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ K-ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ: ˘(v + U ) = ˘v + U , ˘ ∈ K. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ f : V → V =U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ Ker f = U .

œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V =U ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ V ÐÏ U .

ôÅÏÒÅÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ f : U → V | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ. ôÏÇÄÁ U= Ker f ∼= Im f (ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.5. (i) åÓÌÉ f : U → V | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ, ÔÏ V ∼= U= Ker f. (ii) œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ f : U → V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁ U → U= Ker f → Im f → V .

œÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ìÅÍÍÁ 3.6. ðÕÓÔØ e_1; : : :; e_n | ÂÁÚÉÓ Œ V , Á u_1; : : :; u_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ U . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f : V → U , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(e_i) = u_i, i = 1; : : :; n. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. óŒÏÊÓÔŒÁ 3.2{3.5 ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄÌÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÏÄÕÌÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ, Á ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3.6 ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ V ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.