1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 6 15.10.2002

þÁÓÔØ 1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÍÁÔÒÉÃÙ

ðÕÓÔØ A : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ K-ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. œÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓÙ f_1; : : : ; f_m É e_1; : : :; e_l Œ V É U ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ŒÅËÔÏÒÏŒ A(f_j ) ∈ U ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ e_i:

(1:1) A(f_j ) = l∑ i=1 a_{ij}e_i; a_{ij} ∈ K:

íÁÔÒÉÃÁ A = (a_{ij}) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ e_i É f_j .

ìÅÍÍÁ 1.2. æÏÒÍÕÌÁ (1:1) ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ Hom_K (U; V ) ∼= Mat_{l×m}(K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A, ÔÏ A( ∑_m j=1 x_j f_j) =

∑_m

j=1 x_jA(f_j ) =

∑_m j=1 x_j (

∑_l

i=1 a_{ij}e_i) =

∑_l i=1(

∑_m

j=1 a_{ij}x_j )e_i, ÚÎÁÞÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÐÏ ŒÓÑËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÓÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.3. ëÁË Hom_K (U; V ), ÔÁË É Mat_{l×m}(K) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K, Á ÂÉÅËÃÉÑ (1:1) | ÌÉÎÅÊÎÁ.

ðÕÓÔØ W | ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ g_1; : : : ; g_n, Á B : W → V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ B = (b_{jk}).

ìÅÍÍÁ 1.4. ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ A · B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A ∘ B : W → U ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ e_i É g_k.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (A ∘ B)(g_k) = A(B(g_k)) = A(

∑_m j=1 b_{jk}f_j ) =

∑_l i=1(

∑_m j=1 a_{ij}b_{jk})e_i.

ðÕÓÔØ e_1; : : :; e_l É e^′_1; : : : ; e^′_l | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U , Á X = (x_{ij}) É X^′ = (x^′_{ij}) | ÍÁÔÒÉÃÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ŒÅËÔÏÒÏŒ e^′_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i É ŒÅËÔÏÒÏŒ e_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ

e_i = l∑ j=1 x^′_{ij}e^′_j = l∑ j=1 x^′_{ij}( l∑ k=1 x_{jk}e_k) = l∑ k=1 ( l∑ j=1 x^′_{ij}x_{jk})e_k; e^′_i = l∑ j=1 x_{ij}e_j = l∑ j=1 x_{ij}( l∑ k=1 x^′_{jk}e^′_k) = l∑ k=1 ( l∑ j=1 x_{ij}x^′_{jk})e^′_k;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ X^′ · X = X · X^′ = E, ÚÎÁÞÉÔ X^′ = X^{−1}. íÁÔÒÉÃÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_i Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′_i. ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ

ìÅÍÍÁ 1.5. íÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e_i Ë ÂÁÚÉÓÕ e^′_i ÏÂÒÁÔÉÍÁ; ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i Ë ÂÁÚÉÓÕ e_i.

ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_m É e^′_1; : : : ; e^′_m | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ U , f_1; : : : ; f_n É f^′_1; : : : ; f^′_n | ÄŒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ V , Á X É Y | ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÏŒ e_i É f_i Ë ÂÁÚÉÓÁÍ e^′_i É f^′_i | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ A : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á A | ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ f_i É e_i.

ìÅÍÍÁ 1.6. íÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÏŒ f^′_i É e^′_i ÒÁŒÎÁ X^{−1} · A · Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.5 ÍÁÔÒÉÃÁ X^{−1} = (x^′_{ij}) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i Ë ÂÁÚÉÓÕ e_i, ÐÏÜÔÏÍÕ

A(f^′_l ) = A( n∑ k=1 y_{kl}f_k) = n∑ k=1 y_{kl}A(f_k) = n∑ k=1 m∑ j=1 a_{jk}y_{kl}e_j = n∑ k=1 m∑ j=1 m∑ i=1 x^′_{ij}a_{jk}y_{kl}e^′_i:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.7. åÓÌÉ e_i É e^′_i | ÂÁÚÉÓÙ Œ V Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÐÅÒÅÈÏÄÁ X, Á A : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ó ÍÁÔÒÉÃÅÊ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e^′_i ÒÁŒÁÎÁ X^{−1} · A · X. 1

þÁÓÔØ 2. óÌÅÄ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ A = (a_{ij}) | n × n ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÏÌÅ K. óÌÅÄÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

tr A = n∑ i=1 a_{ii} ∈ K; det A = ∑ œ∈S_n ( ”(œ) n∏ i=1 a_{iœ(i)} ) ∈ K; Ø_A(t) = det(tE_n − A) ∈ K[t];

ÇÄÅ E_n | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n.

ðÒÉÍÅÒÙ 2.2. 1. åÓÌÉ n = 2, ÔÏ tr A = a_{11} + a_{22}, det A = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}, Ø_A(t) = t^2 − (tr A)t + det A.

2. åÓÌÉ n = 3, ÔÏ det A = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{12}a_{23}a_{31} + a_{13}a_{21}a_{32} − a_{12}a_{21}a_{33} − a_{13}a_{22}a_{31} − a_{11}a_{23}a_{32}. ìÅÍÍÁ 2.3. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÒÏË (ÓÔÏÌÂÃÏŒ) ÍÁÔÒÉÃÙ. éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ A_1; : : :; A_n | ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÔÏ

det(: : : ; A^′_i + ˘A^{′′}_i ; : : : ) = det(: : : ; A^′_i; : : : ) + ˘ det(: : : ; A^{′′}_i ; : : :) (ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ); ÅÓÌÉ A_i = A_j ÐÒÉ i ≠ j, ÔÏ det(A_1; : : :; A_n) = 0 (ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔØ);

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÏÌÂÃÁÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ A_i = A_j , ÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ œ É œ ∘ (ij) ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔØ. þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ É ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ, ÔÏ ÏÎÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ det A = ∑ œ∈S_n ( ”(œ)

∏_n i=1 a_{œ(i)i} ) , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ”(œ^{−1}) = ”(œ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.4. éÚ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍ det(: : : ; A_i + A_j; : : : ; A_i + A_j ; : : : ) = det(: : : ; A_i; : : : ; A_i; : : : ) + det(: : : ; A_i; : : : ; A_j; : : : ) + det(: : : ; A_j; : : : ; A_i; : : : ) + det(: : : ; A_j; : : : ; A_j; : : : );

ÐÒÉÞÅÍ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒŒÏÅ É ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ det(: : : ; A_i; : : :; A_j; : : : ) = − det(: : : ; A_j; : : : ; A_i; : : : ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.5. åÓÌÉ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ ÄŒÅ ÓÔÒÏËÉ (ÓÔÏÌÂÃÁ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ôÅÏÒÅÍÁ 2.6. åÓÌÉ D : Mat_{n×n}(K) → K | ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ, ÔÏ D(A) = det(A)D(E_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ e_i ÓÔÒÏËÕ ÄÌÉÎÙ n Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ É ÎÕÌÑÍÉ Œ ÓÏÔÁÌØÎÙÈ ÍÅ- ÓÔÁÈ. ôÏÇÄÁ i-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁŒÎÁ A_i =

∑_n j=1 a_{ij}e_j . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÓÉÌÕ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ D(A_1; : : : ; A_n) = D(

∑_n j=1 a_{1j}e_j; : : : ;

∑_n j=1 a_{nj}e_j ) =

∑_n

j_1;:::;j_n=1(

∏_n

i=1 a_{iji} )D(e_{j1} ; : : : ; e_{jn} ). äÁÌÅÅ, Œ ÓÉÌÕ ÚÎÁ- ËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (j_1; : : : ; j_n) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ { 1; : : :; n } ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n ÉÍÅÅÍ Œ ÓÉÌÕ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ D(e_{œ(1)}; : : : ; e_{œ(n)}) = ”(œ)D(e_1; : : : ; e_n) = ”(œ)D(E_n). úÎÁÞÉÔ D(A) = ∑ œ∈S_n (”(œ)

∏_n i=1 a_{iœ(i)})D(E_n) = det(A)D(E_n).

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. éÍÅÅÍ det(A · B) = det A det B, tr(A · B) = tr(B · A).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÁÔÒÉÃÕ B É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : Mat_n(K) → K, A → det(AB). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉÃÙ C = AB ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ C_i = A_i · B, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÏÜÔÏÍÕ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ A_i = A_j , ÔÏ C_i = C_j, ÐÏÜÔÏÍÕ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉÃÙ A. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.6 ÉÍÅÅÍ D(A · B) = det(A)D(E), ÎÏ D(E) = det(E · B) = det(B) ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎÃÉÉ D. úÎÁÞÉÔ det(A · B) = det A det B.

óÏ ÓÌÅÄÏÍ ŒÓÅ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ | ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ tr(A · B) =

∑_n

i;j=1 aijbji =

∑_n

i;j=1 bijaji = tr(B · A).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉÃÁ X ÏÂÒÁÔÉÍÁ, ÔÏ tr(X^{−1}AX) = tr A, det(X^{−1}AX) = det A, Ø_X−1_{AX} (t) = Ø_A(t). óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.9. óÌÅÄ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ Œ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÅÄÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ.

þÁÓÔØ 3. æÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ A = (a_{ij}) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÒÁÚÍÅÒÁ m×n Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ K. ðÕÓÔØ I ⊂ { 1; : : : ; m }, J ⊂ { 1; : : : ; n } | k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÏÄÍÁÔÒÉÃÙ A_{IJ} = (a_{ij})_{i∈I;j∈J} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÉÎÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÐÏÒÑÄËÁ k.

ðÒÉÍÅÒÙ 3.2. íÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ 1 | ÜÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ; ÍÉÎÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ n | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÕÓÔØ A = (A_{ij}) | ËŒÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_{ij} ÍÁÔÒÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ Œ ÍÁÔÒÉÃÅ A. ìÅÍÍÁ 3.3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÍÅÅÍ

∑_n

k=1(−1)^{i+k}a_{ik} det A_{ik} = det A,

∑_n k=1(−1)^{k+i}a_{ki} det A_{ki} = det A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. åÓÌÉ i ≠ j, ÔÏ

∑_n k=1(−1)^{i+k}a_{jk} det A_{ik} = 0,

∑_n k=1(−1)^{k+j} det A_{kj}a_{ki} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ ÜÔÉ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÊ i-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÒÁŒÎÁ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ, É ÚÎÁÞÉÔ ÒÁŒÎÑÅÔÓÑ ÎÕÌÀ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ^A ÍÁÔÒÉÃÕ ((−1)^{i+j} det(A_{ji})) (ÏÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÅÎÉÅ ÎÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÉÎÄÅËÓÏŒ!). íÁÔÒÉÃÁ ^A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ Ë ÍÁÔÒÉÃÅ A. ôÅÏÒÅÍÁ 3.5. éÍÅÅÍ A · ^A = ^A · A = det(A) · E_n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ 3.3 É 3.4.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.6. åÓÌÉ det A ÏÂÒÁÔÉÍ Œ K, ÔÏ A^{−1} = 1 det A ^A. úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.7. œÓÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏÍ ÍÏÄÕÌÅ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. ðÕÓÔØ A | ÏÐÅÒÁÔÏÒ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ: (i) A | ÏÂÒÁÔÉÍ; (ii) A | ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ; (iii) A | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ; (iv) det A ≠ 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dim Ker A + dim Im A = n, ÐÏÜÔÏÍÕ (ii) ⇐⇒ (iii). îÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÉÊ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ É ÓÀÒØÅËÔÉŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÂÉÅËÔÉŒÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ A | ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ 1 = det(E_n) = det(A·A^{−1}) = det A det(A^{−1}), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ det A ≠ 0, Á ÅÓÌÉ det A ≠ 0, ÔÏ A ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ 3.6. úÎÁÞÉÔ (i) ⇐⇒ (iv).

þÁÓÔØ 4. òÁÎÇ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. óÔÒÏÞÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË Œ A, Á ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ A. ìÅÍÍÁ 4.2. óÔÒÏÞÎÙÊ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁŒÅÎ ÅÅ ÓÔÏÌÂÃÏŒÏÍÕ ÒÁÎÇÕ É ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÕ ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ- ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ ÎÉ ÓÔÒÏÞÎÙÊ, ÎÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒÙÊ ÒÁÎÇ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÉÎÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ ÔÏÖÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ.

òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ r(A).

ìÅÍÍÁ 4.3. òÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : V → U ÒÁŒÅÎ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ A : V → U | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ A | ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ r(A) = dim V ; A | ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ ⇐⇒ r(A) = dim U .