1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 8 29.10.2002

œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ.

þÁÓÔØ 1. éÄÅÁÌÙ

ðÕÓÔØ A | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÔÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ a ≠ 0 É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ 0 ≠ b ∈ A, ÔÁË ÞÔÏ ab = 0. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ (ÏÂÌÁÓÔØÀ ÃÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ), ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ É 1 ≠ 0.

ðÒÉÍÅÒÙ 1.2. 1. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ.

2. ëÏÌØÃÁ ZÉ K[x] | ÃÅÌÏÓÔÎÙÅ.

3. ëÏÌØÃÏ Z=nZ| ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. éÄÅÁÌ p ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÌØÃÏ A=p | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1.4. éÄÅÁÌ nZ⊂ Z| ÐÒÏÓÔÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ìÅÍÍÁ 1.5. éÄÅÁÌ p ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ⇐⇒ p ≠ A É ∀x; y ∈ A, ÅÓÌÉ xy ∈ p, ÔÏ ÌÉÂÏ x ∈ p, ÌÉÂÏ y ∈ p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ —x ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ A=p. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÊ, É xy ∈ p, ÔÏ —x—y = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÂÏ —x = 0, ÌÉÂÏ —y = 0 (ÔÁË ËÁË A=p | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ), ÚÎÁÞÉÔ ÌÉÂÏ x ∈ p, ÌÉÂÏ y ∈ p. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.6. ëÏÌØÃÏ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ⇐⇒ { 0 } ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.7. éÄÅÁÌ m ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ m ≠ A É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÄÅÁÌÁ m ⊂ a ⊂ A, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ m ≠ a ≠ A.

ìÅÍÍÁ 1.8. éÄÅÁÌ m ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ⇐⇒ A=m | ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ f : A → A=m | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ. åÓÌÉ a ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ m ⊂ a, ÔÏ a=m = f(a) ⊂ A=m | ÉÄÅÁÌ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ b ⊂ A=m | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ a = f^{−1}(b) ⊂ A | ÉÄÅÁÌ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ m ⊂ a. ðÏÜÔÏÍÕ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ⇐⇒ A=m ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=m | ÐÏÌÅ.

åÓÌÉ A=m | ÐÏÌÅ, ÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 ≠ x ∈ A=m ÏÂÒÁÔÉÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ A=m ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A=m. ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ B = A=m ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ 0 ≠ x ∈ B. ôÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ xB ⊂ B | ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ xB = B, ÔÏ ÅÓÔØ 1_B ∈ xB, ÔÏ ÅÓÔØ ∃y ∈ B, ÔÁË ÞÔÏ xy = 1_B. úÎÁÞÉÔ x | ÏÂÒÁÔÉÍ É B | ÐÏÌÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.9. œÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 1.10. œ ËÏÌØÃÅ ZÉÍÅÅÍ nZ⊂ mZ⇐⇒ m|n. ðÏÜÔÏÍÕ nZ| ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ⇐⇒ n | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ìÅÍÍÁ 1.11. ðÕÓÔØ a ≠ A | ÉÄÅÁÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ a ⊂ m ⊂ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÉÄÅÁÌÏŒ a_1 ⊂ a_2 ⊂ · · · ⊂ A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ∀i a_i ≠ A, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÄÅÁÌ a ≠ A, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ∀i a_i ⊂ a. œÏÚØÍÅÍ a = ⋃ i a_i. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 1) a | ÉÄÅÁÌ; 2) a ≠ A. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ x; y ∈ a, ÔÏ x ∈ a_i, y ∈ a_j ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i, j, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x; y ∈ a_k, ÇÄÅ k = max(i; j), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ x + y ∈ a_k ⊂ a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ax ∈ a ∀a ∈ A. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, a | ÉÄÅÁÌ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a = A. ôÏÇÄÁ 1 ∈ a, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ∃i, ÔÁË ÞÔÏ 1 ∈ a_i, ÚÎÁÞÉÔ a_i = A | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.12. œÓÑËÉÊ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØÃÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ.

ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÁÒ (a; s), a ∈ A, s ∈ A \ { 0 }, ÇÄÅ (a; s) ∼ (b; t) ⇐⇒ at = bs. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÐÁÒÙ (a; s) ÞÅÒÅÚ a=s É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÄÒÏÂØÀ. 1

ìÅÍÍÁ 1.13. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÒÏÂÅÊ F (A) = { a=s } Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ a=s+b=t = (at+bs)=st, (a=s)·(b=t) = (ab)=(st) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : A → F (A), a → a=1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ. ðÏÌÅ F (A) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ËÏÌØÃÁ A.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.14. éÄÅÁÌ a ⊂ A | ÐÒÏÓÔÏÊ ⇐⇒ a = Ker f, ÇÄÅ f | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ A Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ.

þÁÓÔØ 2. ëÏÌØÃÁ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. éÄÅÁÌ I ⊂ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ I = aA, a ∈ A. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ 1 ≠ 0 É ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ Œ A | ÇÌÁŒÎÙÊ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ A ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ’ : A → Z_{⩾0}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ’^{−1}(0) = { 0 } É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ A, b ≠ 0 ∃q; r ∈ A a = bq + r É ’(r) ¡ ’(b).

ðÒÉÍÅÒ 2.2. œ ËÏÌØÃÁÈ ZÉ K[x] ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ’(n) = |n| ÄÌÑ n ∈ ZÉ ’(p(x)) = deg p(x) + 1 ÄÌÑ p(x) ∈ K[x] (ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ deg 0 = −1).

ìÅÍÍÁ 2.3. åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ A ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, ÔÏ A | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ I ⊂ A | ÉÄÅÁÌ. åÓÌÉ I = 0, ÔÏ I | ÇÌÁŒÎÙÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ I ≠ 0. ðÕÓÔØ b ∈ I ÔÁËÏŒ, ÞÔÏ ’(b) = min{ ’(x) |0 ≠ x ∈ I }. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ I = bA. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ a ∈ I. ôÏÇÄÁ a = bq + r, ’(r) ¡ ’(b). îÏ r ∈ I, ÚÎÁÞÉÔ r = 0 É a ∈ bA.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.4. ëÏÌØÃÁ ZÉ K[x] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. üÌÅÍÅÎÔ d ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ A, ÅÓÌÉ a = dc (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ d|a). üÌÅÍÅÎÔ d ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b ∈ A, ÅÓÌÉ d|a, d|b É ∀d^′ ∈ A d^′|a, d^′|b =⇒ d^′|d.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. âÕÄÅÍ ÞÅÒÅÚ îïä(a; b) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, a; b ∈ A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ îïä(a; b). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = aA + bA. ôÁË ËÁË A | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ I = dA, d ∈ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ d = îïä(a; b). œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, a ∈ aA ⊂ I = dA, ÐÏÜÔÏÍÕ d|a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, d|b. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ d^′|a É d^′|b, ÔÏ aA ⊂ d^′A, bA ⊂ d^′A, ÐÏÜÔÏÍÕ d ∈ dA = I = aA + bA ⊂ d^′A, ÚÎÁÞÉÔ d^′|d.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2.7. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d = îïä(a; b), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x; y ∈ A ÔÁËÉÅ ÞÔÏ d = ax + by.

åÝÅ ÏÄÎÉÍ ŒÁÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ËÏÌÅÃ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔØ.

ìÅÍÍÁ 2.8. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ A | ÎčÔÅÒÏŒÏ: ŒÓÑËÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ · · · ⊂ A ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ∃n ÔÁËÏÅ ÞÔÏ I_k = I_n ÐÒÉ k ⩾ n. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÏÚØÍÅÍ I = ⋃ i I_i. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ I | ÉÄÅÁÌ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ I = aA. ôÁË ËÁË a ∈ I, ÔÏ a ∈ I_n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n, ÚÎÁÞÉÔ I = aA ⊂ I_n, ÚÎÁÞÉÔ I_n = I, ÚÎÁÞÉÔ I_k = I_n ÐÒÉ k ⩾ n.

þÁÓÔØ 3. æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. üÌÅÍÅÎÔ u ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÒÁÔÉÍ. üÌÅÍÅÎÔ a ∈ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ a ÎÅ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÎÏ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a = bc ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ b, ÌÉÂÏ c | ÅÄÉÎÉÃÁ Œ A. ðÒÉÍÅÒ 3.2. œ ËÏÌØÃÅ ZÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ±1, Á ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍÉ | ÞÉÓÌÁ ±p, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ. ìÅÍÍÁ 3.3. ðÕÓÔØ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. ôÏÇÄÁ aA = bA ⇐⇒ a = bu, ÇÄÅ u | ÅÄÉÎÉÃÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: a ∈ aA = bA, ÐÏÜÔÏÍÕ a = bu. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ b = av. úÎÁÞÉÔ a = avu, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ vu = 1, ÔÏ ÅÓÔØ u | ÅÄÉÎÉÃÁ.

ìÅÍÍÁ 3.4. åÓÌÉ A | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, p | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ É p|ab, ÔÏ ÌÉÂÏ p|a, ÌÉÂÏ p|b.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ p ̸| a, ÔÏ îïä(p; a) = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ 1 = px + ay, ÚÎÁÞÉÔ b = p(xb) + (ab)y. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p ÄÅÌÉÔ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ p|b.

ìÅÍÍÁ 3.5. åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ É ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ aA ⊂ A ÐÒÏÓÔ, ÔÏ a ∈ A | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ 0 ≠ a = bc, ÔÏ bc ∈ aA, ÚÎÁÞÉÔ ÌÉÂÏ b ∈ aA, ÌÉÂÏ c ∈ aA. åÓÌÉ b ∈ aA, ÔÏ b = ad, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a = adc, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dc = 1 É c | ÅÄÉÎÉÃÁ.

œ ËÏÌØÃÅ ZŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. üÌÅÍÅÎÔ 0 ≠ a ∈ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÓÌÉ a = u

∏_n

i=1 p_i, ÇÄÅ u | ÅÄÉÎÉÃÁ, Á p_i | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ a = u^′

∏_m i=1 p^′_i ÉÍÅÅÍ n = m É p_i = u_ip^′_i, ÇÄÅ u_i | ÅÄÉÎÉÃÙ. ëÏÌØÃÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ É ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ðÒÉÍÅÒ 3.7. èÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ZŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌØÃÏ ZÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏ Z[ √ −5] = { a + b √ −5 ∈ C | a; b ∈ Z}. œ ÜÔÏÍ ËÏÌØÃÅ 6 = 2 · 3 = (1 + √ −5)(1 − √ −5).

ôÅÏÒÅÍÁ 3.8. åÓÌÉ A | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ A ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏËÁÖÅÍ ŒÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ∈ A ÎÅ ÑŒÑÌÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ÔÏ a ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÒÅÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = a_1b_1, ÔÁË ÞÔÏ a_1 É b_1 | ÎÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ aA ⊂ a_1A, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.3 ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ a_1 | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a_1 = a_2b_2, ÔÁË ÞÔÏ a_2 É b_2 | ÎÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÌÉÂÏ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÎÁÊÄÅÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ aA ⊂ a_1A ⊂ a_2A ⊂ : : : . ïÄÎÁËÏ, ÉÚ-ÚÉ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ a ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, a ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÐÏÜÔÏÍÕ a = a_1p_1, ÇÄÅ p_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. äÁÌÅÅ, ÌÉÂÏ a_1 | ÅÄÉÎÉÃÁ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ a_1 = a_2p_2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÌÉÂÏ Œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÎÁÊÄÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÎÅÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÝÕÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅ- ÁÌÏŒ aA ⊂ a_1A ⊂ a_2A ⊂ : : : . ïÄÎÁËÏ, ÉÚ-ÚÉ ÎčÔÅÒÏŒÏÓÔÉ ËÏÌØÃÁ A ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ up_1 : : : p_n = u^′p^′_1 : : : p^′_m. ôÁË ËÁË p_1 ÄÅÌÉÔ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÔÏ p_1 ÄÅÌÉÔ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3.4 ÏÎ ÄÅÌÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p_1 ̸|u^′, ÐÏÜÔÏÍÕ p_1|p^′_i. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p_1|p^′_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p^′_1 = p_1u_1, ÇÄÅ u_1 | ÅÄÉÎÉÃÁ. óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ p_1 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ up_2 : : : p_n = (u^′u_1)p^′_2 : : : p^′_m. äÁÌÅÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.9. ëÏÌØÃÁ ZÉ K[x] | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.10. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ Z[x] É K[x_1; : : :; x_n] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÁÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.