1 ëÕÒÓ, áÌÇÅÂÒÁ 9 05.11.2002

þÁÓÔØ 1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ

ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ˇ_K : Z→ K, n → n · 1_K , ÇÄÅ 1_K | ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏÌÑ K. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˇ_K | ÉÄÅÁÌ Œ Z, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Ker ˇ_K = dZ⊂ Z, ÇÄÅ d ⩾ 0.

ìÅÍÍÁ 1.1. åÓÌÉ d ≠ 0, ÔÏ d | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÏÂÒÁÚ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ˇ_K | ÐÏÄËÏÌØÃÏ Œ ÐÏÌÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Im ˇ_K | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, ÚÎÁÞÉÔ dZ= Ker ˇ_K | ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ d | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. þÉÓÌÏ d ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ K É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ char K. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÉÂÏ char K = 0, ÌÉÂÏ char K | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔËÉ 0 ÎÁ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ, Á Œ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ≠ 0 ÎÁ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ K | ÐÏÌÅ, Á I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ I = 0 ÉÌÉ I = K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ 0 ≠ x ∈ I, ÔÏ ∀y ∈ K y = (yx^{−1})x ∈ I, ÚÎÁÞÉÔ I = K.

ìÅÍÍÁ 1.4. œÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ f : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ f(1) = 1 =⇒ Ker f ≠ K =⇒ Ker f = 0.

ìÅÍÍÁ 1.5. åÓÌÉ K | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ÔÏ K ⊃ Q, Á ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ≠ 0, ÔÏ K ⊃ F_p , ÇÄÅ F_p ∼= Z=pZ| ÐÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ char K = 0, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q → K, m=n → ˇ_K (n)^{−1} · ˇ_K (m) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÏÌÅÊ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Q ⊂ K. åÓÌÉ ÖÅ char K = p, ÔÏ Im ˇ_K ∼= Z=pZ⊂ K.

ðÏÌÑ Q É F_p ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ.

ìÅÍÍÁ 1.6. åÓÌÉ f : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ char K = char L. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, f ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ K Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ˇ_L = f ∘ ˇ_K , ÐÏÜÔÏÍÕ Ker ˇ_K ⊂ Ker ˇ_L. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1.4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Im ˇ_K ⊂ Im ˇ_L. ðÏÜÔÏÍÕ, Ker ˇ_K = Ker ˇ_L É Im ˇ_K = Im ˇ_L, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÄÐÏÌÑ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

þÁÓÔØ 2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

œÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊂ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L=K. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ ÐÏÌÅ L ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. åÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [L : K]. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ [L : K] ¡ ∞. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÐÏÌÅÊ K_1 ⊂ K_2 ⊂ · · · ⊂ K_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÁÛÎÅÊ ÐÏÌÅÊ, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K_i ⊂ K_{i+1} | ÜÔÁÖÁÍÉ ÂÁÛÎÉ.

ìÅÍÍÁ 2.1. óÔÅÐÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁ Œ ÂÁÛÎÑÈ: ÅÓÌÉ F ⊂ K ⊂ L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ [L : F ] = [L : K][K : F ].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ x_i Œ K ÎÁÄ F É ÂÁÚÉÓ y_j Œ L ÎÁÄ K. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x_iy_j ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ L ÎÁÄ F . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ L, ÔÏ a = ∑ a_jy_j , ÇÄÅ a_j ∈ K. äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ a_j = ∑ b_{ij}x_i, ÇÄÅ b_{ij} ∈ F .

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a = ∑ j ( ∑ i b_{ij}x_i)y_j = ∑ i;j b_{ij}x_iy_j , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_iy_j ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ L ÎÁÄ F É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ∑ b_{ij}x_iy_j = 0, ÇÄÅ b_{ij} ∈ F , ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ a_j = ∑ b_{ij}x_i ∈ K, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∑ a_j y_j = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ∀j a_j = 0, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ∀i; j b_{ij} = 0. 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. âÁÛÎÑ ÐÏÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ ËÏÎÅÞÅÎ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÔÁÖ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ. üÌÅÍÅÎÔ ff ∈ L ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÄ ÐÏ- ÌÅÍ K, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ 0 ≠ f(x) ∈ K[x], ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(ff) = 0. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K.

ìÅÍÍÁ 2.4. œÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÞÉÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ [L : K] = n É ff ∈ L, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; ff; ff^2; : : : ; ff^n ∈ L ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ- ŒÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ K, ÐÏÜÔÏÍÕ ∃a_0; a_1; : : : ; a_n ∈ K, ÔÁË ÞÔÏ a_0 + a_1ff + · · · + a_nff^n = 0. úÎÁÞÉÔ f(ff) = 0, ÇÄÅ f(x) = a_nx^n + · · · + a_1x + a_0.

ðÕÓÔØ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, É ff ∈ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_ff : K[x] → L, f(x) → f(ff). åÇÏ ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ L É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[ff]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ K[ff] | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. åÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ L É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K(ff). åÓÌÉ ff | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K, ÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_ff ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Ker ’ | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ Œ K[x]. ôÁË ËÁË K[x] | ËÏÌØÃÏ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÔÏ Ker ’ = p(x)K[x], ÐÒÉÞÅÍ p(x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÔÁË ËÁË K[ff] | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ 1. ôÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ff, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ff É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Irr^K_ff (x).

ìÅÍÍÁ 2.5. åÓÌÉ ff ∈ L ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K, ÔÏ K(ff) = K[ff] É [K(ff) : K] = deg Irr^K_ff (x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ 0 ≠ fi ∈ K[ff]. ôÏÇÄÁ fi = f(ff) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ f(x) ∈ K[x]. ôÁË ËÁË p(x) = Irr^K_ff (x) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, ÔÏ îïä(p(x); f(x)) = 1, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ p(x)g(x) + f(x)h(x) = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ g(x); h(x) ∈ K[x]. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ff É ÕÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ p(ff) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ f(ff)h(ff) = 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ fi = f(ff) | ÏÂÒÁÔÉÍ, ÚÎÁÞÉÔ K[ff] | ÐÏÌÅ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ K(ff) = K[ff]. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ deg Irr^K_ff (x) = n, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; ff; : : :; ff^{n−1} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ K[ff] ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ [K(ff) : K] = n.

ðÕÓÔØ L=K ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ É ff_1; : : : ; ff_n ∈ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_{ff1;:::;ffn} : K[x_1; : : : ; x_n] → L, f(x_1; : : : ; x_n) → f(ff_1; : : : ; ff_n). åÇÏ ÏÂÒÁÚ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ L É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K[ff_1; : : : ; ff_n]. ñÓÎÏ, ÞÔÏ K[ff_1; : : : ; ff_n] | ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ. åÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ L É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K(ff_1; : : : ; ff_n).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ K(ff_1; : : : ; ff_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ Œ L, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ff_1; : : : ; ff_n. åÓÌÉ L = K(ff_1; : : : ; ff_n) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ff_1; : : : ; ff_n, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ L | ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÎÁÄ K.

ìÅÍÍÁ 2.6. åÓÌÉ L = K(ff_1; : : :; ff_n) É ŒÓÅ ff_i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, ÔÏ L ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÐÏÌÅÊ K ⊂ K(ff_1) ⊂ K(ff_1; ff_2) ⊂ · · · ⊂ K(ff_1; : : : ; ff_n) = L. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ff_{i+1} ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K(ff_1; : : : ; ff_i) (ÔÁË ËÁË Irr^K_{ffi+1} (x) ∈ K[x] ⊂ K(ff_1; : : :; ff_i)[x]), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.5 ŒÓÑËÉÊ ÜÔÁÖ ÂÁÛÎÉ ËÏÎÅÞÅÎ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ L ÎÁÄ K ËÏÎÅÞÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.7. åÓÌÉ F ⊂ K ⊂ L | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ L=F | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ⇐⇒ L=K É K=F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ =⇒ | ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÉÍÐÌÔËÁÃÉÀ. ðÕÓÔØ ff ∈ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Irr^K_ff (x) = x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n, a_i ∈ K. ðÏÌÏÖÉÍ K^′ = F (a_1; : : :; a_n) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÐÏÌÅÊ F ⊂ K^′ ⊂ K^′(ff). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ K^′(ff) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ K^′ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.5. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, a_i ∈ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ a_i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ F , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2.6 ÐÏÌÅ K^′ ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ F . úÎÁÞÉÔ K^′(ff) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ F , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.8. åÓÌÉ L=K | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, ÔÏ L_{alg} := { ff ∈ L | ff ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ K } | ÐÏÄÐÏÌÅ Œ L.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ff; fi ∈ L | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, ÔÏ ÐÏÌÅ K(ff; fi) ËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÄ K, ÎÏ ff + fi, fffi É ff^{−1} ÌÅÖÁÔ Œ K(ff; fi) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K.

þÁÓÔØ 3. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ f(x) ∈ K[x]. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, Œ ËÏÔÏÒÏÍ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ p(x) ∈ K[x] | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). œÏÚØÍÅÍ L = K[x]=p(x)K[x] É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ff ÏÂÒÁÚ x Œ L. ôÏÇÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ p(ff) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(ff) = 0.

ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ f_1(x); : : : ; f_n(x) ∈ K[x]. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ K_0 = K É K_{i+1}=K_i | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ f_{i+1}(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ. ôÏÇÄÁ L = K_n | ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3.3. œÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ K ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K_1=K, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ K[x] ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ f(x) ∈ K[x] ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x_f É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ A := K[x_f ]_{f∈K[x]} ÏÔ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ A, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ŒÓÅÍÉ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁÍÉ f(x_f ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ I ≠ A. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ I = A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g_1; : : : ; g_n ∈ A É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f_1; : : : ; f_n ∈ K[x], ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

g_1f_1(X_{f1} ) + · · · + g_nf_n(X_{fn} ) = 1: (∗) œ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g_1; : : :; g_n ŒÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ∃N ∈ Z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ g_1; : : : ; g_n ÌÅÖÁÔ Œ ÐÏÄËÏÌØÃÅ A^′ = K[X_{f1} ; : : : ; X_{fn} ; : : : ; X_{fN} ] ⊂ A É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (∗) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Œ ËÏÌØÃÅ A^′. œÙÂÅÒÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=K, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i(x) (i = 1; : : :; n) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ff_i). ðÏÌÏÖÉÍ, ÄÁÌÅÅ ff_i = 0 ÄÌÑ n ¡ i ⩽ N É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_{ff1;:::;ffN} : A^′ → L. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (∗) ÐÏÌÕÞÁÅÍ 0 = 1 | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ I ≠ A. ðÕÓÔØ m ⊂ A | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ I. ôÏÇÄÁ K_1 = A=m | ÐÏÌÅ, ÐÒÉÞÅÍ K ⊂ K_1 É ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ K_1. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÁÛÎÀ ÐÏÌÅÊ K ⊂ K_1 ⊂ K_2 ⊂ · · · ⊂ K_n ⊂ : : : , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ K_i[x] ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ K_{i+1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ L = ⋃_∞ i=1 K_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ L | ÐÏÌÅ. åÓÌÉ x; y ∈ L, ÔÏ x; y ∈ K_i ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, ÚÎÁÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ x + y; xy ∈ K_i. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ L ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ (ŒÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÏÌÅÊ K_i). úÎÁÞÉÔ L | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ f(x) ∈ L[x], ÔÏ ÔÁË ËÁË f ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ, ÔÏ f(x) ∈ K_i[x] ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, ÚÎÁÞÉÔ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ Œ K_{i+1}, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É Œ L.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3.4. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ K ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ K, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÌÏÖÉÍ K Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ L É ÐÕÓÔØ K | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ff ∈ L, ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ K. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2.8 K | ÐÏÄÐÏÌÅ Œ L. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ðÕÓÔØ f(x) = x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_n ∈ K[x]. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ff Œ L. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÛÎÀ ÐÏÌÅÊ K ⊂ K(a_1; : : : ; a_n) ⊂ K(a_1; : : :; a_n)(ff). ðÅÒŒÙÊ ÜÔÁÖ ÂÁÛÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ, ÔÁË ËÁË a_i ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ K, Á ŒÔÏÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. úÎÁÞÉÔ K(a_1; : : : ; a_n)(ff) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ K, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ff ∈ K.

ðÏÌÅ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÐÏÌÑ K.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.5. ðÏÚÄÎÅÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÏÌÑ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.