ìÉÓÔÏË 8 ÁÌÇÅÂÒa-3 31.10.02 éÎŒÁÒÉÁÎÔÙ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∑ x^2_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÅÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ O(n). úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ∑ |z_i|^2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀ- ÝÅÊ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ U(n).

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏ- ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ |X − ˘E| ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎ- ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ X → AXA^t, A ∈ O(n) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ Mat_{sym}(n).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ G; H | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ. åÓÌÉ G { ÓŒÑÚÎÁ É Lie G ⫋ Lie H, ÔÏ G ¡ H. åÓÌÉ G É H ÓŒÑÚÎÙ É Lie G = Lie H, ÔÏ G = H.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ G | ÓŒÑÚÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. œÅËÔÏÒ v ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ ÉÚ G, ËÏÇÄÁ Xv = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ∈ Lie G. úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÔÉ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ U(n), SU(n), SP_{2n}, SL_n.

úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ SL(2; R) É tr A ¡ −2, ÔÏ A - ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ exp X, ÇÄÅ X ∈ Lie SL(2; R).

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ SL(2; R) É tr A ¿ −2, ÔÏ A - ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ exp X, ÇÄÅ X ∈ Lie SL(2; R).

Œ) îÁÊÄÉÔÅ exp^{−1}

(_{−1 0}

0 −1 ) . (œ ËÌÁÓÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.)

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ SL(2; R), tr A = −2 É A ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ exp X, X ∈ Mat(2; R), ÔÏ A =

(_{−1 0}

0 −1 ) . Ä) îÁÊÄÉÔÅ exp^{−1}

(_{1 0} 0 1 ) . (œ ËÌÁÓÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ.)

úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ŒÓÅ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Œ SL(2; R).

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÁ Œ GL(n; C ) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ exp(tA), ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ Mat(n; C ).

ðÒÉÍÅÒ ÎÅÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ R É ËÁÖÄÏÇÏ z ∈ C , |z| ¡ 1, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ_{a;z} : R → R.

æ_{a;z} (x) = x + 2ßa +^1_i ln^{1−ze−ix}_{1−z̄eix} :

úÄÅÓØ ln ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ŒÅÔŒØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÕÓÌÏŒÉÅÍ ln 1 = 0.

úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ æ_{a;z} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ R → R. úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {æ_{a;z} } ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓŒÑÚ- ÎÕÀ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ~SL(2; R).

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {æ_{a;0}} ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÄÎÏ- ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Œ ~SL(2; R), ÐÒÉÞčÍ æ_{a;0} ÌÅÖÉÔ Œ ÃÅÎÔÒÅ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ∈ Z. úÁÄÁÞÁ 13.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ æ_{a;z} (x + 2ßk) = æ_{a;z} (x) + 2ßk, É, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, æ_{a;z} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ |!| = 1

! →^{!−z}_{1−z̄!} e^{2ßia}:

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ~SL(2; R) Œ ÇÒÕÐÐÕ P SL(2; R) = SL(2; R)={±E} ÄÒÏÂÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Œ C , ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ | P SL(2; R), Á ÑÄÒÏ | {æ_{n;o}}_{n∈Z}.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÇÒÕÐÐÙ ~SL(2; R) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ æ_{n;o}, n ∈ Z.

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ. úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Õ ÎÅč ÅÓÔØ ÏÄÎÏ- ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Ó ÅÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒÅ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ n ∈ N ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ G → GL(n; C ).