ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÕÒÓÁ é. œ. áÒÖÁÎÃÅŒÁ

ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ

ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÐÏ ÒÁÂÏÔÁÍ ò. óÔÅÎÌÉ)

îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ, ÏÓÅÎØ 2002 Ç.

úÁÄÁÞÉ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÐÏ- ÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ B = ⊕_{n≥0}B_n Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ŒÓÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ B_n ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ É ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ B_0 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ K, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ, ÁÌÇÅÂÒÁ B ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ÁÌÇÅÂÒÙ B ËÁË

F (B; ˘) := ∑ n≥0 (dim B_n)˘^n:

çÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅ- ÐÅÎÉ. çÒÕÐÐÁ G ŒÓÀÄÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ V ∼= K^n. áÌÇÅÂÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A = K[x_1; : : : ; x_n] ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G : A É ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ A^G, ÎÁÄÅÌÅÎÎÁÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ ÐÏ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

1. ðÕÓÔØ B { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É B^d = ∑ n≥0 B_{nd}. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ d ÁÌÇÅÂÒÁ B^d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.

2. îÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÞÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ B ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÞÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ B_0, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ B ÃÅÌÁ ÎÁÄ B_0.

3. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÎÏÊ É ÒÑÄ ðÕÁÎËÁÒÅ ËÏÔÏÒÏÊ Á) ÍÏÖÅÔ Â) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ?

4. ðÕÓÔØ B { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÍÉ.

5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ Á) (1; 4; 6; 9; 13); Â) (1; 4; 6; 9; 9) ?

åÓÌÉ ÄÁ, ÕËÁÖÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

6. ðÕÓÔØ B { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É b_1; : : : ; b_k { ÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; : : : ; d_k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ b_1; : : : ; b_k ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F (B; ˘) = 1=(1 − ˘^{d1} ) : : : (1 − ˘^{dk} ):

7. ðÕÓÔØ ` { ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÐÏÄÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Œ Z^n_+. îÁÊÔÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÃÅÌÏÚÁ- ÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ K[`].

8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ K Œ Q^n_+ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A^G =¡ x^{a1}_1 : : : x^{an}_n | (a_1; : : : ; a_n) ∈ K ¿. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A = A^G.

9. ðÕÓÔØ G = {±E} : K^n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ `_1; : : : ; `_n { ÏÓÐ Œ A^G, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A^G ËÁË K[`_1; : : : ; `_n]-ÍÏÄÕÌÑ ≥ 2^{n−1}.

10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÏÞÎÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Q_8, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÓŒÏÂÏÄÎÁ ?

11. ðÕÓÔØ G : V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ É h_1; : : : ; h_n { ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ A^G ÓÔÅÐÅÎÅÊ d_1; : : : ; d_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ d_1 : : : d_n =| G |, ÔÏ A^G = K[h_1; : : : ; h_n.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ A^G ÓŒÏÂÏÄÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A { ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ A^G-ÍÏÄÕÌØ.

13. ðÕÓÔØ B { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ëÒÕÌÌÑ d É q { ÐÏÒÑÄÏË ÐÏÌÀÓÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (B; ˘) ÐÒÉ ˘ = ∞. òÁÚÌÏÖÉÍ F (B; ˘) ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ (1 − ˘): F (B; ˘) = c_0 (1 − ˘)^d + c_1 (1 − ˘)^{d−1}

+ : : :

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÇÏÒÅÎÛÔÅÊÎÏŒÁ, ÔÏ^{2c1}_{c0} = q − d.

14. ðÕÓÔØ P (˘) = ∑ n≥0 a_n˘^n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ▽F (˘) = a_0 + (a_1 − a_0)˘ + (a_2 − a_1)˘^2 + : : :.

ðÕÓÔØ B { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÌÕÂÉÎÙ ≥ r. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ▽^rP (B; ˘) { ÒÑÄ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

15. ðÕÓÔØ G : V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÍÉ É f_1; : : : ; f_n { ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ det(^{@fi}_{@xj} ) { ÐÏÌÕÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ŒÅÓÁ det.

16. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ŒÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ?

17. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ ëÏÜÎÁ-íÁËÏÌÅÑ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÇÏÒÅÎ- ÛÔÅÊÎÏŒÙ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÒÑÄÁ ðÕÁÎËÁÒÅ ?

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ K[x; y]=(y^2; x^2y; x^4) ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ëÏÜÎÁ-íÁËÏÌÅÑ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ.

19. ðÕÓÔØ G : V { ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ A^G ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ ËÁË ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ. œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ ?

20. ðÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÅÊ Õ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ) ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÓÉÚÉÇÉÑÈ.

21. ðÕÓÔØ G = {±E} : K^n. îÁÊÔÉ ÔÉÐ ÁÌÇÅÂÒÙ A^G. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÁÌÇÅÂÒÁ A^G ÇÏÒÅÎÛÔÅÊÎÏŒÁ ?

22. ðÕÓÔØ B { ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, T ⊂ B { ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÓÐ Œ B É S = B=T_+B. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Hom_T (B; T ) ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ B-ÍÏÄÕÌÑ: (bŒ)(x) = Œ(bx). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÒÁŒÎÏ dim Soc(S), ÇÄÅ Soc(S) = {s ∈ S | s_1s = 0 ∀s_1 ∈ S_+}.

23. ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_n { ÏÓÐ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; : : : ; x_n]. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÃÏ- ËÏÌØ ÐÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ det(^{@fi}_{@xj} ).