îíõ, 1 ËÕÒÓ 21.10.2002

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ

éÎÔÅÇÒÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 1. œÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ: 1) ∫ tg x dx; 2) ∫ dx cos^4 x

; 3) ∫ dx x^3 + x^2 + x + 1

; 4) ∫ x^3 dx (x − 1)^{15} ; 5) ∫ x^3e^{−x2} dx; 6) ∫ e^{ax} cos bx dx; 7) ∫ dx (2 + cos x) sin x ; 8) ∫ sin x cos x dx 1 + sin^4 x

; 9) ∫ dx (1 + e^x)^2

; 10) ∫ dx 3√ (x + 1)^2(x − 1)^4 : úÁÄÁÞÁ 2. (íÅÔÏÄ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ). ðÕÓÔØ f ∈ C^1[a; b] (Ô.Å. f | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b], ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÚÏÂØÅÍ [a; b] ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ a = t_0 ¡ t_1 ¡ · · · ¡ t_n = b, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ g_n, ÒÁŒÎÕÀ f(t_k) ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [t_k; t_{k+1}) (k = 0; : : : ; n − 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | | ∫_b a f(t) dt −

∫_b a g_n(t) dt | | | ¡ M1

(b − a)^2 2n ; ÇÄÅ M_1 = max_{t∈[a;b]} |f^′(t)|.

úÁÄÁÞÁ 3. (íÅÔÏÄ ÔÒÁÐÅÃÉÊ). ðÕÓÔØ f ∈ C^2[a; b] (Ô.Å. f | ÄŒÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [a; b], ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÚÏÂØÅÍ [a; b] ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÔÏÞËÁÍÉ a = t_0 ¡ t_1 ¡ · · · ¡ t_n = b, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h_n, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ [t_k; t_{k+1}] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ (t_k; f(t_k)) É (t_{k+1}; f(t_{k+1})). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ | | | ∫_b a f(t) dt −

∫_b a h_n(t) dt | | | ¡ M2

(b − a)^3 12n^2 ; ÇÄÅ M_2 = max_{t∈[a;b]} |f^{′′}(t)|.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÅÓÌÉ ∀ x; y ∈ [a; b] É ∀ ˘; ¯ ∈ [0; 1] ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ˘+¯ = 1, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(˘x+¯y) ≥ ˘f(x)+¯f(y) (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (x; f(x)) É (y; f(y)), ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÞÅÍ ÇÒÁÆÉË f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x; y]).

úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ ÄÌÑ ÅÅ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ŒŒÅÒÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ˘ = ¯ = 1=2.

úÁÄÁÞÁ 5. æÕÎËÃÉÑ f, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ŒÙÐÕËÌÁ ŒŒÅÒÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∀ x; h ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ [x − h; x + h] ⊂ [a; b], ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(x) ≥^1_{2h}

∫_{x+h} x−h f(t) dt.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÒÉŒÁÑ C ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ: t → (x(t); y(t)), ÇÄÅ x; y ∈ C^1[a; b] | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ëÁÖÄÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ø = {a = t_0 ¡ t_1 ¡ · · · ¡ t_n = b} ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÞÉÓÌÁ L(ø ) É ˘(ø ). þÅÒÅÚ L(ø ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÄÌÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ (x(t_i); y(t_i)), i = 0; : : : ; n, a ÞÅÒÅÚ ˘(ø ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÄÉÁÍÅÔÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ø , ÒÁŒÎÙÊ max_{i=1;:::;n}(t_i− t_{i−1}). äÌÉÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ ÄÌÉÎ ÌÏÍÁÎÙÈ L(ø ) ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ, ÐÒÉ ˘(ø ) → 0.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ËÒÉŒÏÊ C ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∫_b a √ x^′(t)^2 + y^′(t)^2dt

úÁÄÁÞÁ 7. ëÏÌÅÓÏ ÒÁÄÉÕÓÁ R ËÁÔÉÔÓÑ ÂÅÚ ÐÒÏÓËÁÌØÚÙŒÁÎÉÑ. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ ËÏÌÅÓÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ R ÏÔ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ, ÚÁ ÏÄÉÎ ÐÏÌÎÙÊ ÏÂÏÒÏÔ.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÁÒÁÂÏÌÁ x^2 = 2py ËÁÔÉÔÓÑ ÐÏ ÏÓÉ Ox. ëÁËÕÀ ËÒÉŒÕÀ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÅÅ ÆÏËÕÓ (Ô.Å. ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0;^p_2 ))?