ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ ÁŒÔÏÒÁ

îÁÓÔÏÑÝÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁÐÉÓËÉ ÓÅÍÅÓÔÒÏŒÏÇÏ ŒŒÏÄÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÀ Œ îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÍ íÏÓËÏŒÓËÏÍ õÎÉ- ŒÅÒÓÉÔÅÔÅ Œ 2002 É 2003 ÇÏÄÁÈ. ïÎÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÜÔÉÈ ÌÅËÃÉÊ Ñ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÌÓÑ ÄŒÕÈ ÐÒÁŒÉÌ: 1) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÏÂÝÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ; 2) ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, Ñ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀ ÅÅ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÉÖÅ. éÌÉ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË œÅÊÌÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ su(2) É sl(2; C ).

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ, Œ ÌÅËÃÉÉ Ï ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ñ ÐÒÉŒÏÖÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ-ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ ÞÅÒÅÚ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. ñ ÐÏËÁÚÙŒÁÀ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÐÒÏ- ÓÔÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ŒÙŒÏÄÁÍ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÁÔÏÍÁ. ëÕÌØÍÉÎÁÃÉÅÊ ËÕÒÓÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ ÄÌÑ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Œ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ É ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÂSSÑÓ- ÎÅÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÅÒŒÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÓŒÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ Ñ ÛÉÒÏËÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÏÊ ü.â.œÉÎÂÅÒÇÁ "ìÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ". ðÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÎÅÊ Ñ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÏ ÐÏÄÏÛÅÌ Ë ÏÔÂÏÒÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÆÁËÔÏŒ. œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ Ñ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÌ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÎÉÇÁÍ é.í.çÅÌØÆÁÎÄÁ, ò.á.íÉÎÌÏÓÁ É ú.ñ.ûÁÐÉÒÏ "õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÇÒÕÐÐÙ ìÏ- ÒÅÎÃÁ" É â.ì.œÁÎ-ÄÅÒ-œÁÒÄÅÎÁ "íÅÔÏÄ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ Œ ËŒÁÎÔÏŒÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ". éÍÅÀÔÓÑ ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÉÚ "æÅÊÎÍÁÎÏŒÓËÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ".

ï.ë.ûÅÊÎÍÁÎ. íÁÊ 2003 ìÅËÃÉÑ 1. ïÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

1. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. G | ÇÒÕÐÐÁ, V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, GL(V ) | ÇÒÕÐÐÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Œ V . ðÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ G Œ V ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ T : G → GL(V ). ïÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÔ- ŒÅÞÁÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ∈ G, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T (g) ÉÌÉ T_g .

ðÕÓÔØ V_0 | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T . ôÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ T_g ÎÁ V_0 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ V_0, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ T . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÆÁËÔÏÒ-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V =V_0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ- ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞ- ÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÅŒÏÇÏ É ÏÔ ÎÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ) ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÍ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ V ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ (ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (complement).

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ Œ V , ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÓÅ T_g ÕÎÉÔÁÒÎÙ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. õÎÉÔÁÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÁÍÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÙ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ E | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÒÍÉÔÏŒÁ ÆÏÒÍÁ Œ V . ôÏÇÄÁ

(x; y) = |G|^{−1} ∑ g∈G E(T_gx; T_gy) (1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

2. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ). íÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 : G → GL(V_1) É T_2 : G → GL(V_2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C : V_1 → V_2, ÞÔÏ CT_1(g) = T_2(g)C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. åÓÌÉ C ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T_1 ∼= T_2). íÎÏÖÅÓÔŒÏ (ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ^G.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ, ÌÉÂÏ ÎÕÌÅŒÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁ- ÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ.

ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ (Schur). ëÁÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÄ C ÓËÁÌÑÒÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. CT (g) = T (g)C. ðÕÓÔØ ˘ | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ C. (C − ˘I)T (g) = T (g)(C − ˘I), Ô. Å. C − ˘I | ÍÏÒÆÉÚÍ. îÏ det(C − ˘I) = 0 =⇒ C − ˘I = 0 (ÔÅÏÒÅÍÁ 3).

ìÅÍÍÁ ûÕÒÁ | ÏÓÎÏŒÎÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÉÁÇÏ- ÎÁÌØÎÙÊ (ÎÏ ÎÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÊ) ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ T_1 É T_2 | ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ T_1 É T_2 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ˘œ, ÇÄÅ œ : T_1 → T_2 | ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ˘ ∈ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ø : T_1 → T_2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏÇÄÁ ø œ^{−1} | ÁŒÔÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ T_1, Ô. Å. ø œ^{−1} = ˘I.

úÁÄÁÞÁ. ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ.

3. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ: ⊕, ⊗.

ðÕÓÔØ T_1 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ U , T_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ W É V = U ⊕ W . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T Œ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g)(x ⊕ y) = T_1(g)x ⊕ T_2(g)y, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 É T_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_1 ⊕ T_2. ðÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ n ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ nø .

ðÕÓÔØ T_1 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ U , T_2 | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ H Œ W É V = U ⊗ W . ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ G × H Œ V , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ T (g × h)(x ⊗ y) = T_1(g)x ⊗ T_2(h)y (x ∈ U , y ∈ W , g ∈ G, h ∈ H), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_1 É T_2 É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T_1 ⊗ T_2. ôÅÒÍÉÎ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ É U , É W | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÓËÁÖÅÍ G. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (T_1 ⊗ T_2)(g)(x ⊗ y) = T_1(g)x ⊗ T_2(g)y.

4. óÐÅËÔÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ T : G → GL(V ) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ É V = V_1 ⊕ · · · ⊕ V_m | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÇÄÁ T ŒÐÏÌÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ∀ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ U ⊂ V ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ i_1; : : : ; i_p, ÞÔÏ V = U ⊕ V_{i1} ⊕ · · · ⊕ V_{ip} .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. i_1; : : : ; i_p ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÞÔÏ U; V_{i1} : : : ; V_{ip} | ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁÑ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ (Œ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ i_1; : : : ; i_p ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÕÓÔÙÍ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i = 1; : : : ; m

V_i ∩ (U ⊕ V_{i1} ⊕ · · · ⊕ V_{ip} )

ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ V_i = { V_i {0} {0} ÉÓËÌÀÞÅÎ, Ô. Ë. ÔÏÇÄÁ V_i ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, V_i ⊆ U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : V_{ip} É V = U ⊕ V_{i1} ⊕ · · · ⊕ V_{ip} .

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ T ÒÁÚÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ: T = ⊕T_i, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄ- ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ (ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ (ÓÍ. ÎÉÖÅ) ÓÕÍÍÅ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 V =U = V_{i1} ⊕ · · · ⊕ V_{ip} | ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÌÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ: ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÀ ÐÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ, Á ÏÎÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ | ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ T ∼= T_1 ⊕ : : : ⊕ T_m É T ∼= S_1 ⊕ : : : ⊕ S_n, ÔÏ m = n É ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ T_i ∼= S_i, i = 1; : : : ; m.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ T_i É S_j ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V , É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: V = V_1 ⊕ : : : ⊕ V_m É V = U_1 ⊕ : : : ⊕ U_n, ÔÁË ÞÔÏ T_{Vi} ∼= T_i É T_{Uj} ∼= S_j .

ðÒÏŒÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 1 Ë ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÕ U = U_1. üÔÏ ÄÁÅÔ V = U ⊕ V_{i1} ⊕ : : : ⊕ V_{ik} , ÇÄÅ V_{i1} ; : : : ; V_{ik} | ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ V_1; : : : ; V_m. ôÏÇÄÁ T_U ∼= T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} . éÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ V = V_1 ⊕ : : : ⊕ V_m ÉÍÅÅÍ T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} ∼= V_{j1} ⊕ : : : ⊕ V_{jl} , ÇÄÅ {j_1; : : : ; j_l} = {1; : : : ; m} − {i_1; : : : ; i_k}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

S_1 ∼= T_U ∼= T_{V =Vi1 ⊕:::⊕Vik} ∼= T_{j1} ⊕ : : : ⊕ T_{jl} :

ôÁË ËÁË S_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ l = 1. œŒÅÄÅÍ ÎÏŒÕÀ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ V_i ÔÁË ÞÔÏÂÙ V_{j1} ÐÒÉÏÂÒÅÌÏ ÎÏÍÅÒ 1. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ V_1 ∼= U É {i_1; : : : ; i_k} = {2; : : : ; m}. íÙ ÉÍÅÅÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: V = U ⊕ V_2 ⊕ : : : ⊕ V_m É V = U ⊕ U_2 ⊕ : : : ⊕ U_n, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

T_2 ⊕ : : : ⊕ T_m ∼= T_{V =U} ∼= S_2 ⊕ : : : ⊕ S_n:

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ m = n, T_2 ∼= S_2; : : : ; T_m ∼= S_m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ åÓÌÉ T ∼= ⨁ ø∈ ^G m_ø ø ∼= ⨁ ø∈ ^G n_ø ø , ÐÒÉÞÅÍ ∑ ø∈ ^G m_ø ¡ ∞ É ∑ ø∈ ^G n_ø ¡ ∞,

ÔÏ m_ø = n_ø , ∀ø ∈ ^G.

îÁÂÏÒ {m_ø |ø ∈ ^G} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ, É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÓÐÅËÔÒ.

5. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐ G É H | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ (ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G × H).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T : G → GL(V ), S : H → GL(U ).

1). ðÕÓÔØ H = {e} É S = I | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ W ⊂ V ⊗ U (ÏÔÎ. T ⊗ I) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ V ⊗ u_0 (u_0 ∈ U ).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ: ÐÕÓÔØ u_1 : : : u_m | ÂÁÚÉÓ Œ U . œÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ V ⊗ U ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ x_1 ⊗ u_1 + · · · + x_m ⊗ f_m, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w ∈ W ÉÍÅÅÍ w = œ_1(w) ⊗ u_1 + · · · ⊕ œ_m(w) ⊗ f_m. œ_i | ÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ:

(T ⊗ I)(g)w = T (g)œ_1(w)

œ_1(T ⊗I(g)w)

⊗u_1 + : : : :

éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ œ_i(T ⊗ I)(g)w = T (g)œ_i(w) ÄÌÑ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; m. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, œ_i | ÍÏÒÆÉÚÍ (T ⊗ I)|_W É T | ÄŒÕÈ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ûÕÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ œ : (T ⊗ I)|_W → T , É ÔÁËÉÅ ˘_i ∈ C , i = 1; : : : ; m ÞÔÏ œ_i = ˘_iœ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

w = œ(w) ⊗ ( ∑ ˘_iu_i)

u_0

= œ(w) ⊗ u_0:

ðÏÓËÏÌØËÕ œ : W → V | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÍÅÅÍ œ(W ) = V . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ, W = V ⊗ u_0.

2). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ S ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ É W ⊂ V ⊗ U ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T ⊗ S.

œÏÚØÍÅÍ T ⊗I, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ŒÉÄÁ T (g)⊗S(e). ðÕÓÔØ W^′ ⊆ W | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ W ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T ⊗ I. ðÏ Ð.1 W^′ = V ⊗ u_0, u_0 ≠ 0. ô. Ï. W ⊇ V ⊗ u_0. âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë V ⊗ u_0 ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ŒÉÄÁ T (e) ⊗ S(h). ôÁË ËÁË S ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ

Span

ÌÉÎ. ÏÂÏÌÏÞËÁ

{S(h)u_0 | h ∈ H} = U;

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W ⊃ V ⊗ U .

òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅËÃÉÉ 1. 1. åÓÌÉ G ÁÂÅÌÅŒÁ, ÔÏ T_g ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g. åÓÌÉ T ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ T_g = ˘_gI, ˘_g ∈ C (ÌÅÍÍÁ ûÕÒÁ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim T = 1.

ìÅËÃÉÑ 2. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ

1. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ œ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÍÕ g ∈ G ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ(g) : X → X, ÐÒÉÞÅÍ œ(g_1g_2)x = œ(g_1)(œ(g_2)x) (ÌÅŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ), ÉÌÉ xœ(g_1g_2) = (xœ(g_1))œ(g_2) (ÐÒÁŒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ). œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ œ(e) = 1. ïÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ œ(g) ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÄŒÉÇÁÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÅŒÙÍÉ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÍÉ). ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÄŒÉÇÉ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÎÁ œ É ÐÉÓÁÔØ gx ŒÍÅ- ÓÔÏ œ(g)x É xg ŒÍÅÓÔÏ xœ(g).

åÓÌÉ ÎÁ X ÚÁÄÁÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÍÅÒÏÊ), ÔÏ ÓÄŒÉÇÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ).

ïÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {gx | g ∈ G}. ëÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ:

(T_g f)(x) = f(g^{−1}x) ÄÌÑ ÌÅŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ É (S_g f)(x) = f(xg) ÄÌÑ ÐÒÁŒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ:

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G:

Reg(g_1; g_2)f(g) = f(g^{−1}_2 gg_1):

ôÕÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÍÅÛÅÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÏŒ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Reg ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ G × G, Á ÎÅ G. œÓÅ-ÔÁËÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÔØÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ.

ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Reg ÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ G × {e} É {e} × G ÄÁÀÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ L(g)f(h) = f(g^{−1}h) É R(g)f(h) = f(hg):

ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÐÒÁŒÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. ïÎÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G, ÐÒÉÞÅÍ L ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÌÅŒÏÍÕ, Á R | ÐÒÁŒÏÍÕ ÄÅÊÓÔŒÉÀ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ.

úÁÄÁÞÁ 1.

dim Reg = |G|:

2. äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. T^′(g) = T (g^{−1})^′ (ÓÐÒÁŒÁ^′ | ÓÏÐÒÑÖÅÎ- ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ).

úÁÄÁÞÁ 2. T^′ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ.

3. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T : G → GL(V ). åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ Œ V , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(V ) → GL(n), ÇÄÅ n = dim V . óËŒÏÚÎÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → GL(n) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T , ÉÍÅÑ ŒŒÉÄÕ ÐÏÄ T (g) ÕÖÅ ÎÅ ÓÁÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÕ. üÌÅÍÅÎÔÙ T_{ij}(g) ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ G, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T .

ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G → GL(n). œÙÂÉÒÁÑ ÂÁÚÉÓ Œ V É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ GL(n) → GL(V ), ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G Œ V . ðÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅÔ ÒÁÚ- ÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÊ É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÏÄÎÏÊ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË.

ôÁËÖÅ ÂÅÚ ÏÇÏŒÏÒÏË ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ End(V ) ÜÎÄÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ (ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ ÍÁÔÒÉÃ M atr(n × n), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÕÀ Œ ÉÚÌÁÇÁÅÍÏÊ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÉÉ).

úÁÄÁÞÁ 3. T ⊗ S ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ:

(T ⊗ S)(g_1; g_2)¸ = T (g_1)¸S(g_2)^′; ¸ ∈ M atr(n × m):

œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (T ⊗ S)(g_1; g_2) | ÏÐÅÒÁÔÏÒ. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ T (g_1) ∈ M atr(n × n), S(g_2) ∈ M atr(m × m). úÁÄÁÞÁ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ⊗ S É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ M atr(n × m).

ìÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÆÕÎËÃÉÊ T_{ij} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T :

M (T ) = { n∑ i;j=1

¸_{ij}T_{ji}(g) | ¸_{ij} ∈ C }:

ïÒÇÁÎÉÚÕÑ ÞÉÓÌÁ ¸_{ij} Œ ÍÁÔÒÉÃÕ ¸, ÉÍÅÅÍ M (T ) = {tr ¸T (g) | ¸ = (¸_{ij}) ∈ M atr(n × n)}:

úÁÄÁÞÁ 4 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ). M (T ) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ M (T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÌÏ- ÖÅÎÏ Œ Reg. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ?

ìÅÍÍÁ 1. M (T ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ Œ Reg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ M (T ) ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Reg. åÓÌÉ f ∈ M (T ), ÔÏ ∃¸ : f(g) = tr ¸T (g).

(Reg(g_1; g_2)f)(g) = f(g^{−1}_2 gg_1) = tr ¸T (g^{−1}_2 )T (g)T (g_1) =

= tr(T (g_1)¸T (g^{−1}_2 )T (g)) = tr(ȷT (g)) ∈ M (t);

ÇÄÅ ȷ = T (g_1)¸T (g^{−1}_2 ).

úÁÄÁÞÁ 5. T ⊗ T^′ ∼= M (T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. M (T ) | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G × G.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. T ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R (R | ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T ⊗ T^′ | |_{G×{e}} ËÒÁÔÎÏ T É ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R ŒÍÅÓÔÅ Ó M (T ) ∼= T ⊗ T^′.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G ŒÌÏÖÅÎÏ Œ (ÐÒÁŒÏÅ ÉÌÉ ÌÅŒÏÅ) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, ÒÁŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

4. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Reg.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ T É S | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G, ÔÏ T ⊗ T^′ É S ⊗ S^′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G × G.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÂÙÌÉ ÂÙ É T I = T ⊗ T^′ | |_{G×{e}} É SI = S ⊗ S^′ | |_{G×{e}} . îÏ T I ∼= mT , SI = nS. ìÅÍÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ.

ðÒÉÎÉÍÁÑ ŒÏ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 5, ÐÏÌÕÞÁÅÍ óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. åÓÌÉ T É S | ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G, ÔÏ M (T ) É M (S) ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G × G.

ðÕÓÔØ ^G | ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ G (| ^G| ¡ ∞, Ô. Ë. ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ R). ìÅÍÍÁ 3. ⨁ T ∈ ^G M (T ) ⊆ Reg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ T , ÐÏ ÌÅÍÍÅ 1, M (T ) ⊆ Reg. M (T ) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1) É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (ÚÁÄÁÞÁ 5 É ÌÅÍÍÁ 2). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M (T ), T ∈ ^G ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ T_1; : : : ; T_k; T_{k+1} ∈ ^G, ÞÔÏ M (T_1); : : : ; M (T_k) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, É M (T_{k+1}) ∩^k ⨁ i=1 M (T_i) ≠ {0}. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ, Á M (T_{k+1}) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó M (T_{k+1}), ÔÏ ÅÓÔØ M (T_{k+1}) ⊆^k ⨁ i=1 M (T_i). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 1 M (T_{k+1}) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ M (T_1); : : : ; M (T_k), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 3.

ìÅÍÍÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ M (T ) Œ Reg.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Reg). Reg = ⨁ T ∈ ^G M (T ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ Reg ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎ ÐÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ M (T ).

ðÕÓÔØ f_1; : : : ; f_N | ÂÁÚÉÓ Œ Reg, Á R_{ij}(g) | ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÁŒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ R Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ j = 1; : : :; N ÒÁÚÌÏÖÉÍ f_j (g) ÐÏ R_{ij}(g):

f_j (g) = f_j(e · g) = (R(g)f_j )(e) =

(_N ∑ i=1 R_{ij}(g)f_i ) (e) = N∑ i=1 f_i(e)R_{ij}(g);

Ô. Å. f_j = ∑ i f_i(e)R_{ij} ∈ M (R). îÏ R ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ: R = ⨁ T ∈ ^G m_T T . ðÏÜÔÏÍÕ M (R) ⊆ ⨁ T ∈ ^G M (T ) (Ô. Ë. Œ

ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÁ R | ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ Ó T ∈ ^G ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f_j ∈ ⨁ T ∈ ^G M (T ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j = 1; : : : ; N . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

Reg ⊆ ⨁ T ∈ ^G M (T ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4 (ôÅÏÒÅÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ (Burnside)). |G| = ∑ T ∈ ^G (dim T )^2:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5. L ∼= R ∼= ∑ T ∈ ^G (dim T ) · T:

úÁÄÁÞÁ 6. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Z_m(∼= {^m √ 1}).

úÁÄÁÞÁ 7. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ ËÏÎÅÞÎÁ É ŒÓÅ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÄÎÏ- ÍÅÒÎÙ, ÔÏ ÏÎÁ ÁÂÅÌÅŒÁ.

úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_3 (É ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ).

5. òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ë ÌÅËÃÉÉ 2. 3. T ⊗ S = { ∑ ¸_{ij}t_i ⊗ s_j }, ÇÄÅ t_i, s_j | ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. üÔÏÍÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ¸ = (¸_{ij}). æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ.

4. åÓÌÉ T (g) → CT (g)C^{−1}, ÔÏ tr(¸CT (g)C^{−1}) = tr(C^{−1}¸CT (g)) = tr(ȷt(g)) | ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

5. T ⊗ T^′ ∼= M (T ) (T | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ).

Á. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ T ⊗ T^′ (ÚÁÄÁÞÁ 3) É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¯ : T ⊗ T^′ → M (T ) ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ¸^¯−→ tr(¸T (g)).

Â. ¯ | ÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ

(T ⊗ T^′)(g_1; g_2)¸ = T (g_1)¸(T^′(g_2))^′(ÚÁÄÁÞÁ 3) = T (g_1)¸(T (g^{−1}_2 )^′)^′ = T (g_1)¸(T (g^{−1}_2 ):

(Reg(g_1; g_2)(tr ¸T ))(g) = tr¸T (g^{−1}_2 gg_1) = tr(T (g_1)¸T (g^{−1}_2 ) · T (g));

ÔÏ ÅÓÔØ ¯ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ.

Œ. ¯ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

T ⊗ T^′ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 1.

ðÏÓËÏÌØËÕ ¯ | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ¯(T ⊗ T^′) ∼= T ⊗ T^′. éÔÁË, T ⊗ T^′ ⊆ M (T ). îÏ dim T ⊗ T^′ = (dim T )^2, Á M (T ) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ T_{ij} (g), i; j = 1; : : : ; dimT , ÔÏ ÅÓÔØ dim M (T ) ⩽ (dim T )^2. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ T ⊗ T^′ ∼= M (t).

6. ðÕÓÔØ T_k(1) = e^{2ßik=m} = !^k (! = e^{2ßi=m}), dim T_k = 1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÉÈ m ÛÔÕË, É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅÒÎÓÁÊÄÁ ÜÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ T_k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. üÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÕ œÁÎÄÅÒ- ÍÏÎÄÁ:

1 1 1 . . 1 1 ! !^2 . . !^{m−1}

1 !^2 !^4 . . !^{2(m−1)} . . . . . . . . . . 1 !^{m−1} !^{2(m−1)} . . !^{(m−1)2}

7). œÓÅ M (T ) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f(g^{−1}hg) = f(h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ: Reg(g; g) | |_{M(T )}¸ = T (g)¸T (g^{−1})

ŒÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ = ¸; ÔÏ ÅÓÔØ Reg(g; g) ≡ Id.

éÔÁË, f(g^{−1}hg) = f(h), ∀f; g; h.

îÏ ÅÓÌÉ f(g_1) = f(g_2), ∀f, ÔÏ g_1 = g_2: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÏÚØÍÅÍ f = ffi_{g1} , ÔÏ ÅÓÔØ. f(g_1) = 1, f(g) = 0 (g ≠ g_1). åÓÌÉ ffi_{g1} (g_1) = ffi_{g1} (g_2), ÔÏ g_1 = g_2. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ g^{−1}hg = h, ∀g; h, ÔÏ ÅÓÔØ gh = hg.

8. 6 = 1^2 + 1^2 + 2^2 = 1^2 + · · · + 1^2 (6 ÒÁÚ). œÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÐÁÄÁÅÔ ÔÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÁÂÅÌÅŒÁ. éÔÁË, ÄŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ É ÏÄÎÏ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ.

1). ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. 2). ðÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ → (−1)^{ÞÅÔÎÏÓÔØ} 3). äŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍ ŒÅÒÛÉÎ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: A_1A_2A_3 → A_{œ(1)}A_{œ(2)}A_{œ(3)}. üÔÏ ÐÏŒÏÒÏÔÙ ÎÁ 2ß=3 É ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Œ ŒÙÓÏÔÁÈ.

ìÅËÃÉÑ 3. èÁÒÁËÔÅÒÙ É ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ

1. èÁÒÁËÔÅÒÙ | ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ.

Ø_T (g) := trT (g):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ Ø_T (g) ∈ M (T ) ðÒÉÍÅÒ. èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_3.

1) Ø(œ) ≡ 1 ÄÌÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. 2) Ø(œ) = (−1)^œ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ œ → (−1)^œ . èÁÒÁËÔÅÒ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ:

Ø(œ) =

2; œ = I 0; œ | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ − 1;œ = (123):

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁÔÒÉÃÙ T (œ) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ: ( 1 0 0 1 ) ; ( 0 1 1 0 ) ; ( −1=2 − √ 3=2 √ 3=2 −1=2 ) = cos 2ß 3 − sin 2ß 3 sin 2ß 3 cos 2ß 3 : èÁÒÁËÔÅÒÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÏÐÅÒÁÃÉÑÍ ÎÁÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ:

Ø_T ′ (g) = Ø_T (g^{−1})

(ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÌÅÄ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ T^′(g) = T (g^{−1})^′). äÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

Ø_T ′ (g) = Ø_T (g):

äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ

Ø_{T ⊕S} = Ø_T + Ø_s; Ø_{T ⊗S} = Ø_T · Ø_S :

äÏËÁÖÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. âÁÚÉÓ Œ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ | {x_i ⊗ y_j}, ÇÄÅ {x_i}, {y_j } | ÂÁÚÉÓÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ (i; j)-Ê ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ T (g)⊗S(h) Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÒÁŒÅÎ T_{ii}(g)S_{jj} (h). îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏ i É j ÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ.

2. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ C(G) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, Z(G) ⊆ C(G) | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ.

èÁÒÁËÔÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ: Ø_T (g) ∈ Z(G). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

Ø_T (hgh^{−1}) = tr(T (h)T (g)T (h^{−1})) = trT (g) = Ø(g):

ôÅÏÒÅÍÁ 1. {Ø_ø | ø ∈ ^G} | ÂÁÚÉÓ Z(G).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

f ∈ Z(G) ⇐⇒ Reg(g; g)f = f; ∀g ∈ G: äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f ∈ C(G) ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = ∑ ø∈ ^G fø , fø ∈ M (ø ), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ f ∈ Z(G) ÉÍÅÅÍ ÏÔÓÀÄÁ f = ∑ ø∈ ^G Reg(g; g)f_ø :

œŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ M (ø ) ÆÕÎËÃÉÉ Reg(g; g)f_ø ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ M (ø ). óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÄŒÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ f, ŒŒÉÄÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÉÍ Reg(g; g)f_ø = f_ø . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f_ø ∈ Z(G). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ f ∈ Z(G) =⇒ f_ø ∈ Z(G) ∩ M (ø ); ∀ø:

2). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

f ∈ Z(G) ∩ M (ø ) =⇒ ∃˘ ∈ C : f = ˘Ø_ø :

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ø ⊗ ø^{′ ¯}∼= M (ø ) É ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ø ⊗ ø^′. üÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¯ : ¸ → f = tr(¸ø (g)). ô. Ë. f ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ G, ÔÏ É ¸ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ, Ô. Å. ø (g)¸ø (g^{−1}) = ¸. ôÏÇÄÁ ø (g)¸ = ¸ø (g), Ô. Å. ¸ | ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø . ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ ¸ = ˘I. ôÏÇÄÁ f(g) = tr(˘I)ø (g) = ˘Ø_ø (g).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÏÌÎÏÔÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Z(G). éÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M (ø ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ]{Ø_ø | ø ∈ ^G} = dim Z(G) =ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ.

ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÈÁÒÁËÔÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÁÖÎÅÊÛÉÍ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ T = ⨁ ø∈ ^G m_ø ø . ôÏÇÄÁ Ø_T = ⨁ ø∈ ^G m_ø Ø_ø . ôÁË ËÁË Ø_ø

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÁ m_ø ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

3. çÒÕÐÐÏŒÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(G) | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, É ËÁË ÔÁËÏŒÙÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ. ïÄÎÁËÏ, Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ, ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓŒÅÒÔËÏÊ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ ∗). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,

(Œ ∗ )(g) = ∑ hk=g

Œ(h)(k):

ó ÔÁËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ C(G) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÇÒÕÐÐÙ: Œ ⇝ ∑ g∈G Œ(g) · g: îÁÐÒÉÍÅÒ, g ÂÕÄÅÔ ÓÉÍŒÏÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁŒÎÕÀ 1 ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÇÒÕÐÐÙ g É ÎÕÌÀ ÎÁ ÐÒÏÞÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. óŒÅÒÔËÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔØ g ∗ h = gh É ÄÁÌØÛÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ R_g−1 f = f ∗ g; L_gf = g ∗ f:

œŒÉÄÕ R- É L-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ {M (ø )|ø ∈ ^G} ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

ìÅÍÍÁ 1. Z(G) | ÃÅÎÔÒ C(g), Ô. Å. ÃÅÎÔÒ C(g) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. f ∈ Z(G) ⇐⇒ f ∗ h = h ∗ f, ∀h ∈ G. f ∗ h = ∑ f(g) · gh, h ∗ f = ∑ f(g) · hg. ô. Å. ÐÒÉ gh = hg^′ (g^′ = h^{−1}gh) f(g^′) = f(g).

4. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ:

T (g) → T (f) = ∑ g∈G f(g)T (g); f ∈ C(G):

ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ˘_T ∈ Z^′(G), ÇÄÅ

˘_T (Ø) = trT (Ø) = ∑ g∈G Ø(g)Ø_T (g); Ø ∈ Z(G):

åÓÌÉ T ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ T (Ø) | ÓËÁÌÑÒ, Ô. Å. T (Ø) =

˘_T (Ø) dim T I. ôÅÏÒÅÍÁ 3. {˘_ø | ø ∈ ^G} | ÂÁÚÉÓ Œ Z^′(G).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1. ðÕÓÔØ, ËÁË É ŒÙÛÅ, œ^′ | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë œ. ëÏÇÄÁ œ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ^G, œ^′ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ^G. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ œ; ø ∈ ^G; œ^′ ≇ ø =⇒ ˘_ø (Ø_œ) = 0:

œÙÞÉÓÌÉÍ ø (Ø_œ ) ÞÅÒÅÚ ÐÒÁŒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. R | |_{M(ø)} = (dim ø )ø =⇒ R(Ø_œ) | |_{M(ø)} = (dim ø )ø (Ø_œ):

äÁÌÅÅ, R(Ø_œ ) = ∗Ø_œ′ (ÓŒÅÒÔËÁ Ó Ø_œ′ ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ R(Ø_œ) = ∑ Ø_œ(g^{−1})R_g−1 . îÏ R_g−1 = ∗g, Á Ø_œ(g^{−1}) = Ø_œ′ (g), ÐÏÜÔÏÍÕ R(Ø_œ) = ∗ ∑ Ø_œ′ (g)g.

åÓÌÉ f ∈ M (ø ), ÔÏ f ∗ Ø_œ′ = 0, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ (∗Ø_œ′ ) | |_{M(ø)} = 0. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, M (ø ) É M (œ^′) | ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÉÄÅÁÌÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ f ∗ Ø_œ′ ∈ M (ø ) ∩ M (œ^′). ôÁË ËÁË œ^′ ≇ ø , ÔÏ M (ø ) ∩ M (œ^′) = 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, R(Ø_œ) | |_{M(ø)} = 0, ÔÏ ÅÓÔØ (dim ø )ø (Ø_œ) = 0, ÏÔËÕÄÁ ˘_ø (Ø_œ) = 0. 2. ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ˘_ø (Ø_ø ′ ) ≠ 0, ÔÏ ÅÓÔØ {˘_ø } | ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ Z(G)^′, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ Ë ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ {Ø_ø ′ } Œ Z(G). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ

ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø ′ (g)ø (g);

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

˘_ø (Ø_ø ′ ) = tr ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø ′ (g)Ø_ø (g):

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔØÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø É ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ø^′(g) = ø (g^{−1})^′ = ø (g), ÔÏ ÅÓÔØ ø^′ = ø. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Ø_ø ′ = Ø_ø . ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ

˘_ø (Ø_ø ′ ) = ∑ g Ø_ø (g)Ø_ø (g) ≠ 0:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T ∼= ⊕_{ø∈ ^G}m_ø ø =⇒ T (Ø) = ∑ m_ø ø (Ø) =⇒ ˘_T = ∑ m_ø ˘_ø . îÏ ˘_ø ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ m_ø ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ˘_T ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ.

5. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ T ÇÒÕÐÐÙ G. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Z(G) ÄÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁÐÁÓ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÓØÍÁ ÐÏ- ÌÅÚÎÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÂÝÉÍÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÜÔÉÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

ìÅËÃÉÑ 4. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

1. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ C(G).

(f_1; f_2) = 1 |G| ∑ g∈G f_1(g)f_2(g):

ìÅÍÍÁ 1. Reg | ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ C(G).

2. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ (· ; ·) ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. œÓÑËÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (Ax; y), ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉÃÁ. éÚ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ÉÍÅÅÍ

(T^{−1}_g AT_g x; y) = (AT_g x; T_gy) = (Ax; y):

éÚ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ (· ; ·) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ T^{−1}_g AT_g = A ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G, ÏÔËÕÄÁ AT_g = T_g A ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ g ∈ G. ðÏ ÌÅÍÍÅ ûÕÒÁ A = ˘I.

3. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ. œ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ˘_ø (Ø_œ′ ) = 0 ⇐⇒ ø ≇ œ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ˘_ø (Ø_œ′ ) = ∑ g Ø_ø (g)Ø_œ (g), ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Ø_ø ; Ø_œ) = 0 ⇐⇒ ø ≇ œ, ÔÏ ÅÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. úÄÅÓØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÏÒÔÏÎÏÒ- ÍÉÒÏŒÁÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ŒÚÑÔÙÅ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÆÏÒÍ Œ ÓŒÏÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ C(G) Ó ÎÏÒÍÉÒÏŒ- ËÏÊ (ø_{ij}; ø_{ij}) = 1= dim ø (i; j = 1; : : : ; dimø ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ M (ø ).

ðÕÓÔØ œ; ø ∈ ^G, œ ≇ ø . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ p_œ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M (œ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ’ ∈ C(G) ÉÍÅÅÍ p_œ’ = ’_œ, ÇÄÅ ’ = ’_œ +’^⊥_œ (’_œ ∈ M (œ), ’^⊥_œ ∈ M (œ)^⊥). ôÏÇÄÁ Reg ’ = Reg ’_œ +Reg ’^⊥_œ , ÐÒÉÞÅÍ ŒŒÉÄÕ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ M (œ) É M (œ)^⊥ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ Reg ’_œ ∈ M (œ) É Reg ’^⊥_œ ∈ M (œ)^⊥. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ p_œReg ’ = Reg p_œ ’, ÔÏ ÅÓÔØ p_œ | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ M (œ). ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÅÇÏ ÎÁ M (ø ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍ p_œ : M (ø ) → M (œ). ôÁË ËÁË M (ø ) ≇ M (œ), ÔÏ p_œ | |_{M(ø)} = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ M (ø ) ⊆ M (œ)^⊥.

2). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ŒÎÕÔÒÉ M (ø ) É ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ.

œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ¯ : M atr(V_ø ) ↔ M (ø ), ¯(¸) = tr ¸ø (g) (ÓÒ. ÚÁ- ÄÁÞÉ 3,5 ÌÅËÃÉÉ 2). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ V_ø ŒÙÂÒÁÎ ÂÁÚÉÓ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø . œ ÔÁËÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÁ- ÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ø (g) ÕÎÉÔÁÒÎÙ.

œ M atr(V_ø ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ tr(¸ȷ^∗) (ÇÄÅ ȷ^∗ = ȷ^′). ïÎÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ø Œ M atr, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ¸ → ø (g_1)¸ø (g^{−1}_2 ) (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ).

íÙ ÍÏÖÅÍ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ tr(¸ȷ^∗) É (¯(¸); ¯(ȷ)) ËÁË ÄŒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ- ÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. ïÎÉ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ c_ø , ÔÏ ÅÓÔØ (¯(¸); ¯(ȷ)) = c_ø tr(¸ȷ^∗).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ø_{ij}(g) = ¯(E_{ji}) | ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

¯(E_{ji}) = tr(E_{ji}ø ) = tr ø_{i1} : : : : ø_{inø}

= ø^{ij}

(Œ ÍÁÔÒÉÃÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ ÔÏÌØËÏ j-Ñ ÓÔÒÏËÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (ø_{ij} ; ø_{kl}) = c_ø tr(E_{ji}E^′_{lk}) = c_ø tr(E_{ji}E_{kl}) = c_ø tr(ffi_{ik}E_{jl}) = c_ø ffi_{ik}ffi_{jl}. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (ø_{ij}; ø_{kl}) = 0 ÐÒÉ i ≠ k ÉÌÉ j ≠ l, É (ø_{ij} ; ø_{ij}) = c_ø ; ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j = 1; : : : ; dimø .

œÙÞÉÓÌÉÍ c_ø . œŒÉÄÕ ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃ ø (g)

dim ø∑

j=1 ø_{ij}(g)ø_{ij} (g) = 1:

ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÐÏ g É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ |G|:

dim ø∑

j=1 1 |G| ∑ g∈G ø_{ij}(g)ø_{ij} (g) = 1 =⇒

dim ø∑

j=1 (ø_{ij}; ø_{ij}) = 1:

îÏ (ø_{ij} ; ø_{ij}) = c_ø , ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ i; j (ÓÍ. ŒÙÛÅ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ c_ø dim ø = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. {Ø_ø | ø ∈ ^G} | ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ Z(C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). œ ≇ ø =⇒ (Ø_ø ; Ø_œ) = 0.

2). (Ø_ø ; Ø_ø ) =

∑_{dim ø}

i=1 (ø_{ii}; ø_{ii}) = (dim ø )c_ø = 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. T = ⨁ ø∈ ^G m_ø ø =⇒ m_ø = (Ø_T ; Ø_ø )

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. Ø_T = ∑ œ∈ ^G m_œ Ø_œ , ÄÁÌØÛÅ Œ ÓÉÌÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. T ∈ ^G ⇐⇒ (Ø_T ; Ø_T ) = 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. T = ⨁ ø∈ ^G m_ø ø =⇒ (Ø_T ; Ø_T ) = ∑ ø∈ ^G m^2_ø .

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, (Ø_T ; Ø_T ) = 1 ⇐⇒ ŒÓÅ m_ø = 0 ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÒÁŒÎÏÇÏ 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 | ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ÓÐÅËÔÒÁ, ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 3 | ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÉ Ë ÌÅËÃÉÑÍ 3, 4. 1. äÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ËÌÁÓÓÁÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ S_n.

õËÁÚÁÎÉÑ. âÅÒÅÍ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n É ÂÒÏÓÁÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÔÁ- ÂÌÉÃÕ àÎÇÁ. óÔÒÏËÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁË ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÃÉ- ËÌÙ. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ œ(i_1; : : :; i_k)œ^{−1} = (œ(i_1); : : : ; œ(i_k)), ÇÄÅ (i_1; : : : ; i_k), (œ(i_1); : : : ; œ(i_k)) | ÃÉËÌÙ.

2. œÙÐÉÓÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ S_3, S_4, S_5. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

S_4 : 1^2 + 1^2 + 2^2 + 3^2 + 3^2 = 24 ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_4(ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ S_4 Ó ÇÒÕÐÐÏÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ).

3. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ A_4 | ÇÒÕÐÐÙ ÞÅÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏ- ŒÏË.

òÅÛÅÎÉÅ. |A_4| = 1 2 |S_4| = 12. çÒÕÐÐÁ A_4 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÎÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅ- ÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ (S_3, |S_3| = 6), ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÉÚ ÎÉÈ. éÔÏÇÏ | ÄŒÅÎÁÄÃÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

A_4 ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÄŒÉÖÅÎÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 12 = 3^2 + 1^2 + 1^2 + 1^2, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÔÒÉ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ìÀÂÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÎÔÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÁËÔÏÒ ÐÏ ÎÅÍÕ: A_4=[A_4; A_4] ∼= Z_3. üÔÁ Z_3 ÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÒÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÒÉ ÏÄÎÏÊ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ.

4. îÁÊÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÄÉÜÄÒÁ D_n = {a; b | a^n = b^2 = 1; aba = b} (a = e^{2ßi=n}, b | ÏÓÅŒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ).

òÅÛÅÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Z_n (ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a), ÄÁÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ˘ = e^{2ßi=n}. åÓÌÉ T_av = ˘v, ÔÏ T_a(T_bv) = ˘^{−1}(T_bv), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ˘ ≠ ˘^{−1} ÐÁÒÙ ⟨v; T_bv⟩ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ, Á ÐÒÉ ˘ = ˘^{−1} | ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ˘ = ˘^{−1} ÐÒÉ ˘ = ±1. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n | ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ˘ = 1, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ (T_b)^2 = 1 ÉÍÅÅÍ T_b ± 1, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÄŒÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ˘ = ±1 É T_b = ±1, ÞÔÏ

ÄÁÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. ôÁËÖÅ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÉÍÅÅÔÓÑ [ n − 1 2 ] ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: |D_n| = 2n. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ É ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÑŒÎÏ. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÅ | ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ËÏÍ- ÍÕÔÁÎÔÕ (Œ ÆÁËÔÏÒÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÇÒÕÐÐÁ Z_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ b, ÐÒÉ ÎÅ- ÞÅÔÎÏÍ n, É ÇÒÕÐÐÁ Z_2 × Z_2, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ b É a^{n=2} ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ). äŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÉÖÅÎÉÑÍ ÄÉÜÄÒÁ (ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÞÉ- ÔÁÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ É ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

5. òÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ:

Á. ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ;

Â. ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ.

õËÁÚÁÎÉÑ. çÒÕÐÐÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ S_4. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÅÒÛÉÎ. ìÀÂÁÑ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ

ŒÅÒÛÉÎ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ É ÓÅÒÅ- ÄÉÎÕ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.

óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÏÍ É ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ ÔÁËÁÑ: Œ ËÕÂ ŒÐÉÓÁÎÏ ÄŒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ËÕÂÁ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÕ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ]{ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ} = 2 · ]{ÇÒÁÎÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ} = 2 · 24 = 48. çÒÕÐÐÁ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÕÂÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÒÕÇÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÓŒÑÚÉ S_4 Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ËÕÂÁ | S_4 ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. üÔÏ ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ: ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ.

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_4 É ÐÕÔÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÐÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ôÁÂÌÉÃÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÁËÏŒÁ (ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ!):

S_4 1 1 6 (12) 8 (123) 6 (1234) 3 (12)(34) ôÒÉŒ. U 1 1 1 1 1 úÎÁËÏÐÅÒÅÍ. U^′ 1 -1 1 -1 1 óÔÁÎÄ. V (dim = 3) 3 1 0 -1 -1

V ⊗ U^′ 3 -1 0 1 -1 ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ W 2 0 -1 0 2

ìÅËÃÉÑ 5. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_d

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÒÅÓÌÅÄÕÅÔ ÄŒÏÑËÕÀ ÃÅÌØ. ðÅÒŒÏÅ | ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, É ŒÔÏÒÏÅ | ÄÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ ËÁË ÜÔÁ "ÓÅÄÁÑ" ËÌÁÓ- ÓÉËÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Œ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÆÉÚÉËÅ. œ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÄÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ (W.Fulton and J.Harris. Representation theory (a ˛rst course), Springer-Verlag New-York Inc. 1991; V.Kac and A.Raina. Bombay Lectures on Highest weight representations of in˛nite-dimensional Lie algebras, World Scienti˛c Publ. Co. Pte. Ltd. 1987).

1. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. þÉÓÌÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ = ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ = ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ p(d), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ∞∑ d=0 p(d)t^d = ∞∏ 1 1 1 − t^n

2. éÄÅÎÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Œ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ. äÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘ : ˘_1 ⩾ ˘_2 ⩾ · · · ⩾ ˘_k ⩾ 1, ∑ ˘_i = d É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. œŒÅÄÅÍ Œ S_d ÄŒÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ P É Q:

P_˘ = {g ∈ S_d : g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ ˘} Q_˘ = {g ∈ S_d : g ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ˘}

éÍÅÅÔÓÑ ŒŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÌÅÔËÉ ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË, Á ŒÔÏÒÏÊ | ŒÎÕÔÒÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ðÏÓÔÁŒÉÍ ÜÔÉÍ ÇÒÕÐÐÁÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C(S_d):

a_˘ = ∑ g∈P_˘

g; b_˘ = ∑ g∈Q_˘

(−1)^g g: 15

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒÏÍ àÎÇÁ: c_˘ = a_˘b_˘ ∈ C(S_d):

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ c^2_˘ = n_˘c_˘. ïÂÒÁÚ c_˘ (ÐÒÉ ÐÒÁŒÏÍ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÉ Œ C(S_d)) ÅÓÔØ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V_˘ É ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_d ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (c_˘=n_˘)^2 = c_˘=n_˘ | ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÄÅÍÐÏ- ÔÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ C(S_d), ÜÌÅÍÅÎÔ c_˘=n_˘ ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÏÒ C(S_d) → V_˘.

3. èÁÒÁËÔÅÒÙ: ÆÏÒÍÕÌÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. äÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ i = (i_1 : : : i_d), ÇÄÅ i_ff | ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ff (ff = 1; : : : ; d). ïÞÅŒÉÄÎÏ,_d ∑ ff=1 ffi_ff = d:

ðÕÓÔØ k = i_1 + : : : + i_d (ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ). œŒÅÄÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1; : : : ; x_k É ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ. œŒÅÄÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍÙ îØÀÔÏÎÁ P_j(x) = x^j_1 + · · · + x^j_k (j = 1; : : : ; d) É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ)

´(x) = ∏ 1≤i¡j≤k

(x_i − x_j):

åÓÌÉ f(x) | ÐÏÌÉÎÏÍ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ [f]_{l1:::lk} ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ: f(x) = [f]_{l1 :::lk} x^{l1}_1 : : : x^{lk}_k .

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ æÒÏÂÅÎÉÕÓÕ (ÓÍ. Fulton É Harris).

œÏÚØÍÅÍ ÄŒÅ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ. úÁÄÁÄÉÍ ÐÅÒ- ŒÕÀ, ËÁË Œ ÐÕÎËÔÅ 2, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ˘, Á ŒÔÏÒÕÀ | ÎÁÂÏÒÏÍ i = (i_1 : : : i_d). ðÕÓÔØ Ø_˘ | ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÇÏ ÐÅÒŒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, C_i | ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒÏÍ i. ôÏÇÄÁ

Ø_˘(C_i) = [´ d∏ j=1 P^{ij}_j ]_{l1:::lk} ;

ÇÄÅ l_n = ˘_i + n − i (n = 1; : : : ; k), ´ É P_j | ÐÏÌÉÎÏÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ.

4. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: ÆÏÒÍÕÌÁ ËÒÀËÏŒ.

dim V_˘ = d! ∏ (ÄÌÉÎ ËÒÀËÏŒ) (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÒÀËÁÍ, ŒÌÏÖÅÎÎÙÍ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ àÎÇÁ ˘; ËÒÀË | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ, É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄÌÉÎÙ ŒÙÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ).

5. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ S_˘ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (Fulton É Harris, Appendix A)

S_{(˘1 ;:::;˘k)}(x) = det(x^{˘i+k−i} j ) ´(x) : éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ d∏ j=1 P_j(x)^{ij} = ∑ Ø_˘(C_i)S_˘(x): 16

ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎÉ ÉÇÒÁÀÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ É Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ. îÉÖÅ ÍÙ ËÏÒÏÔËÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍ ÄŒÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.

6. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ{ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ (KP). 3 4 @^2u @y^2 = @ @x ( @u @t − 3 2 u @u @x − 1 4 @^3u @x^3 )

ÏÐÅÒÁÔÏÒ KdV :

üÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ŒÏÌÎÙ Œ ÐÌÁÚÍÅ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÐÏ- ÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÌÁÓÓ ÑŒÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ KP: 2 @^2 @x^2 log S_˘(x; y; t; c_4; c_5; : : : );

ÇÄÅ c_4; c_5; : : : | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

õÒÁŒÎÅÎÉÅ ëÁÄÏÍÃÅŒÁ-ðÅÔŒÉÁÛŒÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ŒÐÏÌÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉ- ÒÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ 20 ŒÅËÁ. œ 50-È | 60-È ÇÏÄÁÈ 20 ÓÔÏÌÅÔÉÑ, Œ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ- ÐÅÒÉÍÅÎÔÁÈ, æÅÒÍÉ, ðÁÓÔÁ É õÌÁÍÏÍ ÂÙÌÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ ÁÎÏÍÁÌØÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÚÁÃÉÑ ÃÅÐÏÞËÉ ôÏÄÁ, Á çÁÒÄÎÅÒÏÍ, çÒÉÎÏÍ, ëÒÕÓËÁÌÏÍ É íÉÕÒÏÊ | ÓÏÌÉÔÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ëÏÒÔÅŒÅÇÁ-ÄÅ æÒÉÚÁ (KdF). œÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÑŒÌÅÎÉÑ ÏÂSSÑÓÎÑÀÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ Õ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁËÏÎÏŒ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ð.ìÁËÓ). òÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ Œ ÒÁÚŒÉÔÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÙÇÒÁÌÉ íÏÓËÏŒÓËÁÑ ÛËÏÌÁ (ËÏÎÅÞÎÏÚÏÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ) É ìÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÁÑ ÛËÏÌÁ (ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏŒÁ ÔÅÏ- ÒÉÑ).

7. ëŒÁÎÔÏŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ûÕÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÆÏËÏŒÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÂÏÚÏÎÎÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÕÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÍÏÎÏÍÁÍ ÐÒÉ ÂÏÚÏÎ-ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ (ÓÍ. Kac-Raina), ËÏÔÏÒÏÅ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ ËÁË ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÁÌÇÅÂÒ ëÁÃÁ-íÕÄÉ.

ìÅËÃÉÑ 6. çÒÕÐÐÙ SU (2) É SO(3) | ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ 1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ SU (2) É SO(3).

u ∈ SU (2) ⇐⇒ u ∈ M atr(2 × 2); u^∗u = 1; ÇÄÅ u^∗ = u^′; É det u = 1;

u ∈ SO(3) ⇐⇒ u ∈ M atr(3 × 3); u^′u = 1 É det u = 1:

úÁÄÁÞÁ 1.

SU (2) = {( z_1 z_2 −z_2 z_1 ) | |z_1|^2 + |z_2|^2 = 1 } : óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. SU (2) ∼= S^3

2. çÒÕÐÐÁ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÌÁÄ- ËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ŒÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ.

3. õÇÌÙ üÊÌÅÒÁ. œŒÅÄÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ { ËŒÁÚÉÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÅ ŒÓÅ, ËÒÏÍÅ 1-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Œ SO(3). œÙÂÅÒÅÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÒÁÝÅÎÉÅ g ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ (ÔÁË ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX^′Y^′Z^′. ðÕÓÔØ l | ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ OXY Z É OX^′Y^′Z^′.

ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ:

| ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ ÏÓØ OX Œ ÐÒÑÍÕÀ l ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OXY (ÐÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ OZ). ðÕÓÔØ ’_1 | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ;

| ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ OZ Œ OZ^′ ŒÒÁÝÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OY Z ÐÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ OX; ÐÕÓÔØ ` | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ;

| ÐÅÒÅŒÅÄÅÍ OX Œ OX^′ ÐÒÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ OZ; ÐÕÓÔØ ’_2 | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z ÐÅÒÅÊÄÅÔ Œ OX^′Y^′Z^′. íÁÔÒÉÃÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (Œ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OXY Z) ÅÓÔØ g = g_{’2} g_`g_{’1} , ÇÄÅ

g_’ = cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ; g_` = 1 cos ` − sin` sin ` cos` :

úÁÄÁÞÁ 2. a) ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ g = ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ sin ’_1 · sin ` cos ’_1 · sin ` cos`

b). œÙÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÀ ÍÁÔÒÉÃÕ.

c). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÔÏÞËÉ P ÐÅÒÅÈÏÄÑÝÅÊ ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÉ g Œ ÔÏÞËÕ 0 0 1 . (õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÁËÏŒÏ

ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÌÀÂÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÏÓØÀ OZ^′. ðÕÓÔØ Q | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ÏÓØÀ OX^′. ôÏÞËÉ P É Q ŒÐÏÌÎÅ ÚÁÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ OX^′Y^′Z^′, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ŒÒÁÝÅÎÉÅ g. ðÏ ÎÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÅÇÏ ÕÇÌÙ üÊÌÅÒÁ: ’_1 É ` | ËÁË ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ P , Á ’_2 | ËÁË ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ l É OQ.

4. îÁËÒÙÔÉÅ SU (2) → SO(3). E = { X = ( x_1 x_2 + ix_3 x_2 − ix_3 −x_1 ) ; x_1; x_2; x_3 ∈ R }

| ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÒÍÉÔÏŒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ. äÌÑ u ∈ SU (2) ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ P (u) : X → uXu^{−1}. ðÏÌÕÞÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÅ SU (2) ÎÁ E, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (X; X) = x^2_1 + x^2 + x^2_3 = − det X ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, P (u) ∈ SO(3), ÔÏ ÅÓÔØ P | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ SU (2) Œ SO(3).

úÁÄÁÞÁ 3. P : ( e^{i’=2} 0 0 e^{−i’=2} ) → cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ( cos^`_2 i sin^`_2 −i sin^`_2 cos^`_2 ) → 1 cos ` − sin` sin ` cos`

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ P : SU (2) → SO(3) ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (u) = P (−u). üÔÏ ŒÉÄÎÏ É ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3: ÅÓÌÉ Ë ’ É ` ÐÒÉÂÁŒÉÔØ 2ß, ÔÏ ÓÌÅŒÁ ŒÓÅ ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÎÁ (−1), Á ÓÐÒÁŒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 1. ker P = {±E}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. u ∈ ker P ⇐⇒ P (u)X = X, ∀X ∈ E ⇐⇒ uXu^{−1} = X, ∀X ⇐⇒ uX = Xu, ∀X.

ôÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ X. äÌÑ x_1 = 1,

x_2 = x_3 = 0 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ u ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ( 1 0 0 −1 ) , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ u |

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÅ Œ ŒÉÄÅ ( z 0 0 z ) , |z|^2 = 1 É

ÐÒÏËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÔØ Ó x_1 = x_3 = 0, x_2 = 1 É x_1 = x_2 = 0, x_3 = 1.

ìÅÍÍÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË. üÔÏ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÕÌÉÓÔÎÙÍ ÎÁ- ËÒÙÔÉÅÍ, ÉÌÉ SU (2) | ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ SO(3).

5. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ SO(3).

úÁÄÁÞÁ 4. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S^2 ÅÓÔØ sin ` d’d`.

îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ SO(3) Œ ÕÇÌÁÈ üÊÌÅÒÁ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. âÅÒÅÍ ÚÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÔÏÞËÉ P É Q (ÓÍ. ÐÕÎËÔ 3). P ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÓÆÅÒÕ É ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÅÒÁ ÎÁ ÓÆÅÒÅ sin ` d’_1d`. Q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ, É ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ d’_2. ðÏÌÕÞÁÅÍ sin ` d’_1d’_2d`. œÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ËÁË ÍÅÒÕ ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÔÁË É ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ.

6. ðÏÄSSÅÍ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ Ó SO(3) ÎÁ SU (2). åÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÎÑÔØ Œ ÓÉÌÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ (ÓÍ. Ð. 4). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÎÁÄÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁ SO(3), ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÌÉÓÔÅ (ÉÌÉ ÓŒÑÚÎÙÅ). åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Z ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y , ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ¯(X) = ¯(Y ) = ¯(Z).

ìÅËÃÉÑ 7. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ

1. œŒÏÄÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎŒÁÒÉ- ÁÎÔÎÁÑ ÍÅÒÁ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÎÁÍÉ ÇÒÕÐÐÁÈ SO(3) É SU (2) ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÍÅÒÕ ÑŒÎÏ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÅ ∫ f(g)d¯(g), ÉÍÅÑ ŒŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÊ ÇÒÕÐÐÅ.

äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ŒÅÒÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÕÎÉÔÁÒÉÚÕÅÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÌÅË- ÃÉÉ 1) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÜÒÍÉÔÏ- ŒÙÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÊ Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÄÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÅÍ. œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ C(G) ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÇÒÕÐÐÅ. œ ÎÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ (Œ; ) = ∫ Œ(g)(g)d¯(g).

óŒÅÒÔËÁ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ ŒŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ (Œ∗)(g) = ∫ Œ(h)(h^{−1}g)d¯(h).

ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ: ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Õ ÎÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ ÓÞÅÔÎÏ.

2. ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ{œÅÊÌÑ. íÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Œ C(S) Ó ÎÏÒ-

ÍÉÒÏŒËÏÊ ‖ø_{ij}‖^2 = 1 dim ø . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). ïÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ É ÎÏÒÍÉÒÏŒËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 4 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ).

2). ðÏÌÎÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁ- ÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ C(G) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÏŒÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

íÙ ÄÁÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ (Ô. Å. ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÏÌÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ- ÓÔÉ). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÎÏŒÁ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÀ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ g ∈ G ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÍÁÔÒÉÃÅÊ g = (g_{ij}). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ G, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÙÈ Œ ŒÉÄÅ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ {g_{ij}; g_{ij}}. ðÕÓÔØ R_m(G) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ m. üÔÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ É, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ C(G), ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÌÅËÃÉÉ 2) ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ R_m(G) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ œÅÊ- ÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ C(G) Œ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ- ÔÒÉËÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ | ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ G = S^1. œÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S^1 ÏÄÎÏÍÅÒÎÙ É ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ Œ → e^{inŒ}, ÇÄÅ Œ ∈ [0; 2ß], Á n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ; ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÅÔÅÒÁ-œÅÊÌÑ, ÌÀÂÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ m → ∞ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÉÄÁ f_m(Œ) =

∑_m

n=−m an(m)e

inŒ. íÙ ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ | ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÙÊ. éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{m→∞}^1_{2ß}

∫_{2ß} 0 f_m(Œ)e^{−inŒ}dŒ =^1_{2ß}

∫_{2ß} 0 f(Œ)e^{−inŒ}dŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ Z. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÅ- ÄÅÌÁ ÒÁŒÎÏ a_n(m). ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a_n) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(Œ) = ∑_∞ n=−∞ ane

inŒ.

üÔÏÔ ÒÑÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ æÕÒØÅ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ G = S^1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ-œÅÊÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÑÄÙ ÐÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÇÒÕÐÐÙ S^1, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ), ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ G ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ, É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÐÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

C(G) = ⨁ ø∈ ^G M (ø );

ÇÄÅ, ËÁË É ŒÙÛÅ, M (ø ) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ø , ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

3. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ S^2 | ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁ- ÇÏÍ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ æÕÒØÅ ÎÁ S^2 | ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^3 (ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ÐÒÏÓÔÏ S). üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÏŒÁ. ðÕÓÔØ C(S) | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ S. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. çÒÕÐÐÁ SO(3) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ S, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SO(3) Œ C(S). îÁÚÏŒÅÍ ÅÇÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ. úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁ- ÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ.

ìÅËÃÉÑ 8. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ

ôÅÏÒÉÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ìÁÐÌÁÓÁ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÆÅ- ÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ. åÅ ÒÏÌØ ÜÔÉÍ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ. óÆÅÒÉ- ÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ŒÉÄÏŒ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ ÏÎÉ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ËÕÌÏÎÏŒÓËÉÍ ÐÏ- ÔÅÎÃÉÁÌÏÍ).

1. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ Œ R^3. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ x_1; x_2; x_3, Á A_m | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ôÏÇÄÁ A = A_0 ⊕ A_1 ⊕ : : : .

íÏÎÏÍÙ {x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 } ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ A : . œŒÅÄÅÍ Œ A ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ:

⟨x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 ; x^{k′1}_1 x^{k′2}_2 x^{k′3}_3 ⟩ = k_1!k_2!k_3!ffi^{k1k′1} ffi^{k2k′2} ffi^{k3k′3}

ìÅÍÍÁ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒÙ r^2 = x^2_1 + x^2 + x^2_3 É ´ =

@^2 @x^2_1 + @^2 @x^2 + @^2 @x^2_3

ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ^@_{@x1} = (x_1)^∗, ÔÏ ÅÓÔØ ⟨x_1u; v⟩ = ⟨u; @ @x_1 v⟩ ÄÌÑ ŒÓÅÈ u; v ∈ A. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ

u; v. ðÕÓÔØ u = x^{k1−1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 , v = x^{k1}_1 x^{k2}_2 x^{k3}_3 . ôÏÇÄÁ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏÌÕÞÉÍ k_1!k_2!k_3!. œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÎÕÌÉ.

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H^{def}= {a ∈ A | ´a = 0} = ker ´ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ H_m = H ∩ A_m.

ìÅÍÍÁ 2. A_m = H_m ⊕ r^2A_{m−2} (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ker ´ = (im ´^∗)^⊥, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ. éÍÅÅÍ A_m = (ker ´⊕ker ´^⊥)∩A_m. äÁÌÅÅ, ker ´ ∩ A_m = H_m, Á (ker ´)^⊥ ∩ A_m = (im r^2) ∩ A_m = r^2A_{m−2}.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. A_m = H_m + r^2H_{m−2} + r^4H_{m−4} + : : : (ŒÓÅÇÏ [ m 2 + 1 ] ÞÌÅÎÏŒ).

2. óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ æ : A → C(S), ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÕ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S = S^2.

ìÅÍÍÁ 3. ker æ ∩ A_m = {0}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ 0 ÎÁ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÏÎ | ÎÕ- ÌÅŒÏÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. U_m = æ(H_m) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ŒÅÓÁ m.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. æ(A_m) ∼= U_m ⊕ U_{m−2} ⊕ : : :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÌÅÍÍÙ 2 Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÆÅÒÅ r^2 = 1.

3. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÇÒÕÐÐÙ SO(2) ⊂ SO(3). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ SO(3) ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÔÏÞËÉ (0; 0; 1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ G_0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ G_0 ∼= SO(2).

ìÅÍÍÁ 4. œÒÁÝÅÎÉÑ ÉÚ G_0 ÉÍÅÀÔ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ A_m ÂÁÚÉÓ ÏÂÝÉÈ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ e^{2ßik’}, k = 0; ±1; : : :; ±m, ÇÄÅ ’ | ÕÇÏÌ ÐÏŒÏÒÏÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ G_0. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ e^{2ßik’} ÒÁŒÎÁ [_{m−|k|} 2 + 1 ] . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ u = x_1 − ix_2, u = x_1 + ix_2, z = e^{i’}, h(z) = ( cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ ) ∈ G_0. ôÏÇÄÁ h(z)u = zu, h(z)u = z^{−1}u.

ðÅÒÅÊÄÅÍ Œ A_m Ë ÂÁÚÉÓÕ u^pu^qx^l_3 (p + q + l = m). ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ h(z) ÍÏÎÏÍ u^pu^qx^l_3 ÉÍÅÅÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z^{p−q} . éÍÅÅÍ |p − q| ⩽ p + q = m − l ⩽ m. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ p − q = k p + q ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ É l. ðÒÉ ÜÔÏÍ m − l = p + q ⩾ 0. ðÏÜÔÏÍÕ l ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ m − |k|; m − |k| − 2; m − |k| − 4; : : : , ŒÓÅÇÏ [ m − |k| 2 + 1 ] ÚÎÁÞÅÎÉÊ.

œÙÞÉÓÌÉÍ dim H_m. äÌÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z^k ÉÍÅÅÍ ÐÏ ÌÅÍ- ÍÁÍ 4 É 2:

mult_kH_m = mult_kA_m − mult_kA_{m−2} = [ m − |k| 2 + 1 ] − [ m − 2 − |k| 2 + 1 ] = 1 ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ H_m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ z^k, k = 0; ±1; : : :; ±m Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ, dim H_m = 2m + 1 (ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ).

4. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ S^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. 1^∘. C(S) =^∞ ⨁ m=0 U_m (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ).

2^∘. U_m ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, É dim U_m = 2m+1. 3^∘. œ U_m ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G_0 ÂÁÚÉÓ Y_{m;0}; Y_{m;±1}; : : : ; Y_{m;±m}, ÐÒÉÞÅÍ Y_{m;k} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ z^k.

ìÅÍÍÁ 5. ìÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ SO(3)-ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ C(S) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ G_0-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U ⊂ C(S) | ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, U_0 = {f ∈ U | f(0; 0; 1) = 0}. õÓÌÏŒÉÅ f(0; 0; 1) = 0 | ÜÔÏ ÏÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ f. óÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ U_0 = U , ÌÉÂÏ U_0 | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Œ U .

ôÁË ËÁË U ≠ {0}, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ~f ∈ U É x ∈ S : ~f(x) ≠ 0. ðÕÓÔØ g ∈ SO(3) ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ g^{−1}x = (0; 0; 1). ôÏÇÄÁ (g ~f )(0; 0; 1) = ~f (x) ≠ 0. îÏ g ~f ∈ U , ÐÏ- ÜÔÏÍÕ U_0 ≠ U , É Œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ U_0 | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ dim U^⊥ = 1.

œŒÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ G_0(0; 0; 1) = (0; 0; 1), ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U_0, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É U^⊥_0 , ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G_0. ðÕÓÔØ ~f ∈ U^⊥_0 . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G_0 g ~f = ˘ ~f , ˘ ∈ C . îÏ (g ~f )(0; 0; 1) = ~f(g^{−1}(0; 0; 1)) = ~f (0; 0; 1), ÔÏ ÅÓÔØ ˘ = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. 1^∘. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2 É ÔÅÏÒÅÍÙ œÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÏÂ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ (ÓÍ. ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ-œÅÊÌÑ). ðÏÐÁÒÎÁÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

U_m ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÔÁË ËÁË Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓŒÅ- ÄÅÎÉÊ ÏÂ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ æ (Œ C(S), ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (Œ; ) = ∫ S Œ(s)(s)d¯(s)).

2^∘. éÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØ U_m ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ æ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3) É ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ H_m, Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ | ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ ´ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3) (ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ).

îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ U_m: ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ G_0-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ H_m, Á ÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É Œ U_m, ÒÁŒÎÁ 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 5 Œ U_m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

œŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 3 dim U_m = dim H_m = 2m + 1.

3^∘. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y_{m;k} ŒÏÚØÍÅÍ ÏÂÒÁÚ ŒÅËÔÏÒÁ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ z^k Œ H_m. œŒÉÄÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ m É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ k ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.

ðÕÓÔØ p | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÏÒ U_m → U_m′ . ðÒÉ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÓËÁÌÑÒ- ÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ. åÓÌÉ m ≠ m^′, ÔÏ U_m É U_m′ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ (dim U_m ≠ dim U_m′ ). îÏ ÏÎÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ p = 0, ÔÏ ÅÓÔØ U_m⊥U_m′ .

Y_{m;0}; Y_{m;±1}; : : : ; Y_{m;±m} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ìÁÐÌÁÓÁ ŒÅÓÁ m: Y_{m;0} | ÚÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ- ÎÙÍÉ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

ìÅËÃÉÑ 9. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ìÉ

1. óŒÏÊÓÔŒÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ë ÎÅÊ Œ ÏÄÎÏÊ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ëÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ | ÉÚÕÞÁÅÔ ÔÅÏÒÉÑ ìÉ.

ðÕÓÔØ T_eG | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓŒÑÚÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G Œ ÇÒÕÐÐÕ ìÉ H ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). ðÕÓÔØ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, d’ : T G → T H | ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ), l(g) | ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ g Œ G, l(h) | ÎÁ h Œ H, l(g)_∗ : T_eG → T_g G, l(h)_∗ : T_eH → T_hH | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ’ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ:

G^{l(g)}−−−−→ G ’ ’ H −−−−→ l(’(g)) H éÚ ÎÅÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ:

T_eG^{l(g)∗}−−−−→ T_g (G) d’ d’ T_eH −−−−−→ l(’(g))_∗

T_{’(g)}H

ðÕÓÔØ ¸ ∈ T_eG. ôÏÇÄÁ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ

d’(l(g)_∗¸) = l(’(g))_∗ d’(¸): (1)

2). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ g ∈ G. íÙ ÈÏÔÉÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ’(g), ÚÎÁÑ d’. óÏÅÄÉÎÉÍ e É g ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉŒÏÊ g(t) : g(0) = e, g(1) = g. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ¸(t) ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ g^′(t) = l(g(t))_∗¸(t) É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ¸(t) ∈ T_eG. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1):

d’(g^′(t)) = d’(l(g(t))_∗¸(t)) = l(’(g(t)))_∗d’(¸(t))):

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ d’(g^′(t)) = ’(g(t))^′, ÔÏ ÅÓÔØ

’(g(t))^′ = l(’(g(t)))_∗ d’(¸(t)):

œŒÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ h(t) = ’(g(t)), ȷ(t) = d’(¸(t)). ðÏÌÕÞÉÍ h^′(t) = l(h(t))_∗ȷ(t), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÎÁ h(t) ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (ÇÄÅ l(h(t))_∗ | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ h(t), ȷ(t) | ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ h^′ = hȷ. ðÏÓËÏÌØËÕ h(0) = e, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ h(t) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ’(g(1)) = ’(g) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

2. óËÏÂËÁ ÎÁ T_eG. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ x; y ∈ T_eG, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÒÉŒÙÅ g = g(t) É h = h(s), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ g(0) = h(0) = e, g^′(0) = x, h^′(0) = y. ôÏÇÄÁ x + y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë g(t)h(t), Á ˘x | Ë g(˘t).

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁ T_eG ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÓËÏÂËÏÊ, ÉÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ:

[x; y] :=

@^2 @t@s

(ghg^{−1}h^{−1})_{s=t=0}: (2) œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ. ôÏÇÄÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ Œ (2) ÐÏ s É ÐÏÌÁÇÁÑ s = 0, ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ gh^′(0)g^{−1} − h^′(0). ïÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T_eG ÐÒÉ ŒÓÅÈ t.

úÁÔÅÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÅÇÏ ÐÏ t, ÐÒÉ t = 0 ÐÏÌÕÞÉÍ

_g(0)h^′(0) − h^′(0) _g(0) = [x; y]

(ÚÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ t, É ÛÔÒÉÈ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÏ s).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ [x; y] = xy − yx.

úÁÄÁÞÁ 1. T_eSU (2) = {X ∈ M atr(2; C ) : X + X^∗ = 0; trX = 0}.

T_eSO(3) = {X ∈ M atr(3; R) : X + X^′ = 0}.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÞÔÏ

[X; Y ] | ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ;

[X; Y ] = −[Y; X] (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);

[X; [Y; Z]] + [Z; [X; Y ]] + [Y; [Z; X]] = 0 (ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ñËÏÂÉ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓËÏÂËÁ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ 2, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ. œÙÛÅ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ T_eG ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ ìÉ T_eG ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ ÇÒÕÐÐÙ G É ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ Lie(G).

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Lie(SU (2)) = su(2), Lie(SO(3)) = so(3), Lie(SL(2)) = sl(2), Lie(GL(V )) = gl(V ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ’ : G → H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ d’ : Lie G → Lie H | ÔÏÖÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g = g(t), h = h(s), g(0) = h(0) = e. éÍÅÅÍ: d’( @ @s (ghg^{−1}h^{−1})_{s=0})^{def}= @ @s ’(ghg^{−1}h^{−1})_{s=0} = @ @s (’(g)’(h)’(g)^{−1} ’(h)^{−1})_{s=0}:

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏ t É ŒÎÅÓÅÍ ÓÌÅŒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ t ÐÏÄ d’ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÁË ËÁË d’ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ).

d’ ( @^2 @s@t

(ghg^{−1}h^{−1})_{s=t=0} ) = @^2 @s@t ( ’(g)’(h)’(g)^{−1}’(h)^{−1} ) s=t=0 ;

Ô. Å. d’([x; y]) = [d’(x); d’(y)].

3. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ G | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ G^T−→ GL(V ). äÌÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ ÜÔÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Œ gl(V ), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : g → gl(V ) ÞÔÏ ’([x; y]) = ’(x)’(y) − ’(y)’(x).

œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ T ÇÒÕÐÐÙ ìÉ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ _T ÉÌÉ dT . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÄÌÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ŒÐÏÌÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. äÌÑ ÓŒÑÚÎÙÈ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÒÕÐÐ É ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ ËÁ- ÖÄÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ g = Lie(G) É _T (¸)u = u _T (¸), ∀¸ ∈ g. îÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T (g)u = uT (g), ∀g ∈ G. ðÏÌÁÇÁÑ H = GL(V ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ h^′(t) = h(t)ȷ(t), ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. éÍÅÅÍ:

h^′(t)u = h(t)ȷ(t)u = (h(t)u)ȷ(t);

uh^′(t) = (uh(t))ȷ(t);

ÔÏ ÅÓÔØ h(t)u É uh(t) ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ. ôÁË ËÁË h(0) = e, ÔÏ uh(0) = h(0)u = u, ÔÏ ÅÓÔØ É ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ h(t)u = uh(t) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2: T É _T ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ _T ÐÒÉŒÏÄÉÍÏ, ÔÏ É T ÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÏ. äÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ T (g) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, Á _T (¸) | ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ _T (¸)V_0 ⊂ V_0, ∀¸ ∈ g ÔÏ É _T (¸)V^⊥_0 ⊂ V^⊥_0 , ∀¸ ∈ g. îÏ ÔÏÇÄÁ _T (¸) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ V_0. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ É T (g) Ó ÎÉÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ. ôÏ ÅÓÔØ V_0 ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ T (g).

ìÅËÃÉÑ 10. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU (2), SO(3) É sl(2)

1. ïÔ su(2) Ë sl(2): ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ðÕÓÔØ E = {X ∈ M atr(2 × 2) : X = X^∗; trX = 0} ∼= R^3. œ ÌÅËÃÉÉ 6, ÐÕÎËÔ 4 ÄÁÎ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÍÁÔÒÉÃ ÉÚ E, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ E ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ

E_1 = ( 0 1 1 0 ) ; E_2 = ( 0 i −i 0 ) ; E_3 = ( −1 0 0 1 ) :

úÁÄÁÞÁ 1. E_± =^1_2 (E_1 ∓ iE_2), H = −E_3 | ÂÁÚÉÓ Œ sl(2). H_1 =^1_{2i} E_1, H_2 =^1_{2i} E_2, H_3 =^1_{2i} E_3 | ÂÁÚÉÓ Œ su(2). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1 ÌÅËÃÉÉ 9).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. âÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ sl(2) É su(2) ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

E_± = H_2 ± iH_1; H = −2iH_3:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. 1). éÍÅÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏ- ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ su(2) É sl(2): ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ su(2) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ sl(2) Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ; ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ sl(2) ÎÁ su(2).

2). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÉÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ su(2) ÓŒÅÄÅÎÁ Ë ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ sl(2) (É ÎÁÏÂÏ- ÒÏÔ). üÔÁ ÉÄÅÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÂÝÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ (ÐÒÏÓÔÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ (Õ ÎÁÓ | sl(2)) É ÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (Õ ÎÁÓ | su(2)) ÏÎÁ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒÎÙÊ ÔÒÀË œÅÊÌÑ.

âÁÚÉÓ E_+, E_−, H Œ sl(2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ. äÌÑ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ E_+ = E, E_− = F , H.

úÁÄÁÞÁ 2. ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ H = ( 1 0 0 −1 ) ; E = ( 0 1 0 0 ) ; F = ( 0 0 −1 0 )

É [H; E] = 2E, [H; F ] = −2F , [E; F ] = H.

2. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ sl(2).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ø | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) Œ V . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ v_0; : : : ; v_n, ÞÔÏ

1^∘ ø (H)v_k = (n − 2k)v_k 2^∘ ø (F )v_k = v_{k+1} 3^∘ ø (E)v_k = k(n − k + 1)v_{k−1}, ÐÒÉÞÅÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ v_{−1} = v_{n+1} = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. 1). ðÕÓÔØ c | ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ø (H) Œ V , ÔÏ ÅÓÔØ ø (H)v = cv. ôÏÇÄÁ ø (E)v | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c + 2, Á ø (F ) | Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c − 2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ:

ø (H)ø (E)v = ø (E)ø (H)v + 2ø (E)v = cø (E)v + 2ø (E)v = (c + 2)ø (E)v:

ø (H)ø (F )v = ø (F )ø (H)v − 2ø (F )v = (c − 2)ø (F )v:

2). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë v ø (E) Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ. ôÁË ËÁË dim ø ¡ ∞, ÔÏ ∃v_0 ≠ 0 : ø (H)v_0 = c_0v_0, ø (E)v_0 = 0.

3). ðÕÓÔØ v_k = ø (F )^kv_0. œ ÓÉÌÕ ÔÅÈ ÖÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ v_0; v_1; : : : ; v_n ≠ 0, v_{n+1} = 0.

4). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1^∘ É 2^∘ ÏÞÅŒÉÄÎÙ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÎÏ ÐÏËÁ Ó c_0 ŒÍÅÓÔÏ n, ÔÏ ÅÓÔØ ø (H)v_k = (c_0 − 2k)v_k.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ a_k ∈ C , ÞÔÏ

ø (E)v_k = a_kv_{k−1}: (1)

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ k. ðÒÉ k = 0 ø (E)v_0 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ a_0 = 0.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ø (E)v_{k−1} = a_{k−1}v_{k−2}. ôÏÇÄÁ

ø (E)v_k = ø (E)ø (F )v_{k−1} = ø (F )ø (E)v_{k−1} + Hv_{k−1} = = a_{k−1}ø (F )v_{k−2} + (c_0 − 2(k − 1))v_{k−1} = = (a_{k−1} + (c_0 − 2(k − 1))v_{k−1}:

éÔÁË, a_k = a_{k−1}+c_0−2(k−1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, a_k = [c_0 − 2(k − 1)] + · · · + c_0

k ÞÌÅÎÏŒ

+a_0,

ÐÒÉÞÅÍ a_0 = 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ,

a_k = c_0k − 2(1 + · · · + (k − 1)) = c_0k − k(k − 1) = k(c_0 − k + 1): (2)

5). äÌÑ k = n + 1 ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÔÏÖÅ ŒÅÒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ø (E)v_{n+1} = a_{n+1}v_n. îÏ a_{n+1} = 0, ÔÁË ËÁË v_{n+1} = 0. ôÅÐÅÒØ ÉÚ (2) (n + 1)(c_0 − n) = 0, ÏÔËÕÄÁ c_0 = n.

œÓÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1^∘, 2^∘, 3^∘ ÄÏËÁÚÁÎÙ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. þÉÓÌÏ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. ïÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ ŒÅÓÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

3. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SU (2) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SU (2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) (ÅÇÏ ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 9), Á ÔÏÍÕ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2). ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÙ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÄÎÑÔÏ ÎÁ SU (2).

úÁÄÁÞÁ 3. 1). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SL(2) Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏ- ÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ sl(2) ÓÔÁÒÛÅÇÏ ŒÅÓÁ n.

2). ëÁÖÄÏÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ su(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ Ë ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SU (2) Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ SU (2) É su(2) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐÙ SU (2) Œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÁÀÔ ÐÏÌÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÊ.

4. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) | ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ. œŒÉÄÕ ÎÁËÒÙÔÉÑ SU (2) → SO(3) ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ SO(3) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SU (2) Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÎÅÐÒÉ- ŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÊ SU (2). œ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n ø (−E) = (−1)^n · id. ôÁËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÎÁ SO(3). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SO(3) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ SU (2) ÞÅÔÎÏÇÏ ŒÅÓÁ.

ìÅËÃÉÑ 11. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ

œÌÁÄÅÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÈ SU (2), SO(3) É sl(2), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÐÌÁÓÁ.

1. úÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Y_{m;0}. Y_{m;0} ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓ- ËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÍÏÎÏÍÁÍ ŒÉÄÁ u^pu^px^l_3 = (x^2_1 + x^2)^px^l_3(2p + l = m). ðÕÓÔØ ¸_{1;2;3} = æ(x_{1;2;3}) | ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÈ ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÆÅÒÕ. äÌÑ ÎÉÈ ¸^2_1 +¸^2 = 1−¸^2_3, ÐÏÜÔÏÍÕ Y_{m;0} ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ¸_3: Y_{m;0}(¸_1; ¸_2; ¸_3) = P_m(¸_3). P_m ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ìÅÖÁÎÄÒÁ. ðÏÌÉ- ÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] (ÏÂÌÁÓÔØ

ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ¸_3 ÎÁ ÓÆÅÒÅ):

∫_1 −1 P_mP_nd¸_3 = 0, m ≠ n. üÔÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ Y_{m;0} ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ m ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÐÏ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÒÅ, ÐÏcÌÅÄÎÑÑ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ sin ` d` dŒ = −d¸_3 dŒ (Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (ÓÍ. ÌÅËÃÉÀ 6) ¸_3 = cos `), É ÏÔ Œ ÐÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÑŒÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ. ðÅÒŒÙÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÔÁ- ËÏŒÙ: P_0 = 1, P_1 = ¸_3, P_2 = 3¸^2_3 − 1.

2. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. îÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÅ sl(2) (Á ÚÎÁÞÉÔ, É SU (2), É SO(3)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓŒÏÅÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØÀ (ÒÁŒÎÏÊ 1+ŒÅÓ).

óÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ U_m ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3). åÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÇÁÒ- ÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ, É ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÁŒÎÏÊ 2m + 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÀ sl(2) ŒÅÓÁ 2m (ÌÅËÃÉÑ 10).

CÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Y_{m;k} ŒŒÅÄÅÎÙ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ

G_0 = cos ’ − sin ’ sin ’ cos ’ 1 ⊂ SO(3);

Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ z^k, z = e^{i’}, Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ U_m. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ H. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Y_{m;k} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎ-

ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ ~G_0 = {( e^{i’=2} 0 0 e^{−i’=2} )} ⊂ SU (2),

ÎÁËÒÙŒÁÀÝÅÊ G_0 (ÚÁÄÁÞÁ 3 ÌÅËÃÉÉ 6). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ ’ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ( e^{i’=2} 0

0 e^{−i’=2} ) v = e^{ik’}v (3) Œ ÔÏÞËÅ ’ = 0, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÕ Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅÍ z^k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ~G_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅËÔÏÒ ŒÅÓÁ 2k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H. œŒÉÄÕ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÐÅËÔÒÁ H Œ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ sl(2), ÆÕÎËÃÉÉ Y_{m;k} Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉ- ÓÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U_m, ŒŒÅÄÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 10. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Y_{m;m} ÉÍÅÅÔ ŒÅÓ 2m, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ŒÅÓÁ Œ U_m.

œ (3) ÍÙ ÏÐÕÓÔÉÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÅÇÏ ŒŒÅÓÔÉ. ðÕÓÔØ ø | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ sl(2). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 10

Y_{m;±k} = ø (E_±)^kY_{m;0} (4) (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÕ Y_{m;±k}, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÏÒÍÉÒÏŒËÉ ËÁ- ÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ).

úÁÄÁÞÁ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ SO(3) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ R^3 É ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ su(2) É sl(2). œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ

ø (E_+) = (x_1 − ix_2) @ @x_3

− x_3( @ @x_1 − i @ @x_2 ): òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ R^3 ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÍÁ- ÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ: E = {( −x_3 x_1 + ix_2 x_1 − ix_2 x_3 ) ; x_1; x_2; x_3 ∈ R } 28

É ÂÁÚÉÓÏÍ E_1 = ( 0 1 1 0 ) ; E_2 = ( 0 i −i 0 ) ; E_3 = ( −1 0 0 1 ) ; ÔÏ ÅÓÔØ E = {x_1E_1 + x_2E_2 + x_3E_3|x_1; x_2; x_3 ∈ R}:

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U ∈ su(2) ø (U ) = ⟨[U; X]; @_X⟩; (5) ÇÄÅ @_X | ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÐÏ x_1, x_2, x_3, ⟨·; ·⟩ | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ E_1, E_2, E_3.

ðÕÓÔØ u = u(t) : u(0) = id; u^′(0) = U . ôÏÇÄÁ

ø (U )f(X) = d dt f(X(t))_{t=0} ; ÇÄÅ X(t) = u(t)Xu(t)^{−1}: (6) ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ d dt = dx_1 dt @ @x_1 + dx_2 dt @ @x_2 + dx_3 dt @ @x_3

= ⟨X^′(t); @_X ⟩:

œ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (6) t = 0. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ X^′(0) = [U; X] É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ (5).

ðÏÓËÏÌØËÕ sl(2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ su(2) ÎÁÄ C , Á ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5) ÌÉÎÅÊÎÁ ÐÏ U , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ U ∈ sl(2). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ø (E_+) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ [E_+; X] = ( −x_1 + ix_2 −2x_3

0 x_1 − ix_2 ) = (x_1 − ix_2)E_3 − x_3(E_1 − iE_2):

ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ø (E_+).

3. œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Y_{m;±k}. ðÕÓÔØ ~Y_{m;±k} | ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ Y_{m;±k} Œ C(R^3). œŒÉÄÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ S ∼= S^2 Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ SO(3),

ø (E_+)Y_{m;±k} = (ø (E_+) ~Y_{m;±k}) | |_S :

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ~Y_{m;0} = P_m(x_3) (ÜÔÏ ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, P_m(x_3) =∈ H_m).

íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ~Y_{m;±k} = ø (E_±)^k ~Y_{m;0} (ÔÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (4) ÂÕÄÅÔ ÓÏ- ÂÌÀÄÅÎÏ).

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 1, ÎÁÊÄÅÍ: ~Y_{m;1} = ø (E_+)P_m(x_3) = (x_1 − ix_2)P^′_m(x_3). ëÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ~Y_{m;2} = ø (E_+) ~Y_{m;1}, ÎÁÄÏ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ( @ @x_1 − i @ @x_2

)(x_1 − ix_2) = 0;

ÐÏÜÔÏÍÕ É ( @ @x_1 − i @ @x_2

)((x_1 − ix_2)P^′_m(x_3)) = 0;

ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÞÌÅÎ (x_1 − ix_2)^@_{@x3} ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ø (E_+) ŒÎÅÓÅÔ ÓŒÏÊ ŒËÌÁÄ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ~Y_{m;2} = (x_1 − ix_2)P^{′′}_m(x_3):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ~Y_{m;±k} = (x_1 ∓ ix_2)^kP^{(k)}_m (x_3):

ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÎÁ ÓÆÅÒÕ, ÉÍÅÅÍ: Y_{m;±k} = (¸_1 ∓ ¸_2)^kP^{(k)}_m (¸_3):

ìÅËÃÉÑ 12. áÔÏÍ ŒÏÄÏÒÏÄÁ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ 1. óÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ. äÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Œ ÃÅÎ- ÔÒÁÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÜÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ( − ℏ^2 2¯ ´ + V (r) ) = E;

ℏ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ðÌÁÎËÁ, ¯ | ÍÁÓÓÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, E | ÅÇÏ ÜÎÅÒÇÉÑ, | ŒÏÌ- ÎÏŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ, V = V (r) | ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ. ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ ŒŒÅÄÅÎ Œ ÌÅËÃÉÉ 8 É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁÐÌÁÓÁ. õÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÙ- ŒÁÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ Ó ÜÎÅÒÇÉÅÊ E. äÌÑ ËÕÌÏÎÏŒÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ e (ÒÁŒÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ) V (r) = −^{e2}_r − ℏ^2 2¯ ´ = (E + e^2 r ) (1)

ðÏÔÅÎÃÉÁÌ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.

úÁÄÁÞÁ 1. œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 1 r @^2 @r^2

(r) + 1 r^2

´_{’;`} = − 2¯ ℏ^2

(E + e^2 r^2

); (2) ÇÄÅ ´_{’;`} = 1 sin` @ @` sin` @ @` + 1 sin^2`

@^2 @’^2 ("ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ" ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ).

2. òÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÅÔÅÒÁ{œÅÊÌÑ (’; `; r) = ∑ m;l F_{m;l}(r)Y_{m;l}(’; `)

ÇÄÅ Y_{m;l} | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ (2) Ë ŒÉÄÕ H_r + ´_{’;`} = 0; ÇÄÅ H_r = r

@^2 @r^2

(r) +

2¯r^2 ℏ^2

(E + e^2 r ); ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ÓÀÄÁ ÒÑÄ ÄÌÑ : ∑ m;l (H_rF_{m;l}(r))Y_{m;l} + ∑ m;l F_{m;l}(r)´_{’;`}Y_{m;l} = 0:

ìÅÍÍÁ 1. ´_{’;`}Y_{m;l} = −m(m + 1)Y_{m;l}

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | óÍ. Ð. 3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∑ (H_rF_{m;l}(r))Y_{m;l} = ∑ m(m + 1)F_{m;l}(r)Y_{m;l};

ÏÔËÕÄÁ H_rF_{m;l} = m(m + 1)F_{m;l}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F_{m;l} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ r^2

@^2 @r^2

(rF ) +

2¯r^2 ℏ^2

(E + e^2 r )F = m(m + 1)F (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ l ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ F ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ l). úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÂÅÚ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ðÅÔÅÒÁ{œÅÊÌÑ, ÓËÁÚÁŒ: " ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ (2) Œ ŒÉÄÅ (’; `; r) = F (r)Y (’; `)."

ôÅÏÒÅÍÁ ðÅÔÅÒÁ{œÅÊÌÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÅÍÍÏÊ 1 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

3. ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÅ- ÌÁÔØ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ É ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÇÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ H_1, H_2 É H_3 Œ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ É ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ H^2_1 + H^2_2 + H^2_3 = ´_{’;`}:

ïÔŒÅÔ. H_1 = −(sin ’^@_{@`} + ctg ` cos ’^@_{@’} ), H_2 = −(cos ’^@_{@`} − ctg ` sin ’^@_{@’} ), H_3 =^@_{@’} .

õËÁÚÁÎÉÑ: 1). ðÕÓÔØ ø | ÓÆÅÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ

(ø (H_1)f)(x) = d dt f(uXu^{−1})_{t=0} = (’^′(0) @ @’ + `^′(0) @ @` )f(X);

ÇÄÅ u(t) ∈ SU (2), u(0) = 1, u^′_1(0) = H_1, X = X(’; `) ∈ S ⊆ E, X(t) = u(t)Xu(t)^{−1} = X(’(t); `(t)).

2). óÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ É ÜŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X ÓŒÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_1 = sin ` cos ’, x_2 = sin ` sin ’, x_3 = cos `. ïÔÓÀÄÁ x^′_1 = cos ` cos ’ · `^′ − sin ` sin ’ · ’^′; x^′_2 = cos ` sin ’ · `^′ + sin ` cos ’ · ’^′;

x^′_3 = − sin ` · `^′:

3). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x^′_i (i = 1; 2; 3) | ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ X ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ E : X = x_1E_1 + x_2E_2 + x_3E_3. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X^′(0) = (u(t)Xu(t)^{−1})^′_{t=0} = [H_1; X] = = [ 1 2i E_1; x_1E_1 + x_2E_2 + x_3E_3] = −x_2E_3 + x_3E_2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x^′_1(0) = 0, x^′_2(0) = x_3 = cos `, x^′_3(0) = −x_2 = − sin ` sin ’. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÇÒÕÐÐÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÍÅÖÄÕ x^′_i, (i = 1; 2; 3) É ’^′, `^′), ŒÙÒÁÚÉÍ ’^′(0), `^′(0) ÞÅÒÅÚ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É `. úÁÄÁÞÁ 3. œ ÌÀÂÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ H^2_1 + H^2_2 + H^2_3 ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó E_1, E_2 É E_3. õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ H_{1;2;3} É E_{1;2;3} (ÌÅËÃÉÑ 10) É ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ [E_1; E_2] = 2iE_3; [E_2; E_3] = 2iE_1, [E_3; E_1] = 2iE_2. úÁÄÁÞÁ 4. ´_{’;`} ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ŒÒÁÝÅÎÉÑÍÉ.

òÅÛÅÎÉÅ 1. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1. ïÐÅÒÁÔÏÒ ´ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ SO(3), Á ´_{’;`} ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ´ ÎÁ S^2.

òÅÛÅÎÉÅ 2. œÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 2,3 É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 2 ÌÅËÃÉÉ 9. úÁÄÁÞÁ 5. E^2_1 + E^2 + E^2_3 = E_−E_+ + 2H + H^2. óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ´_{’;`} = −^1_4 (E_−E_+ + 2H + H^2)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ìÅÍÍÙ 1. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ´_{’;`} | |_{Um} = −m(m + 1) · id. ðÏ ÚÁÄÁÞÅ 4 ´_{’;`} ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ. œÏÚØÍÅÍ Y_{m;m}. üÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ŒÅËÔÏÒ, ÔÏ ÅÓÔØ E_+Y_{m;m} = 0. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 5

´_{’;`}Y_{m;m} = − 1 4 (2H + H^2)Y_{m;m}:

îÏ HY_{m;m} = 2mY_{m;m}, ÐÏÜÔÏÍÕ ´_{’;`}Y_{m;m} = −m(m + 1)

4. òÁÄÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ (3). ôÅÏÒÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ. åÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ | ÏÂÌÁÓÔØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÇÏÔÏŒÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, æÅÊÎÍÁÎÏŒ- ÓËÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÐÏ ÆÉÚÉËÅ, ÔÏÍ 9).

ìÅÍÍÁ 2. õÒÁŒÎÅÎÉÅ (3) ÉÍÅÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ F_n, n ⩾ m + 1, ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÀ F_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉ

E_n = −

¯e^4 2ℏ · 1 n^2

(ÆÏÒÍÕÌÁ âÏÒÁ):

äÌÑ ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÚÁÒÑÄÁ ÑÄÒÁ z Œ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ŒÏÛÌÏ ÂÙ z^2. ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÎÅÒÇÉÉ ŒÙÚŒÁÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ V (r) ÒÁŒÅÎ 0 ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÜÎÅÒÇÉÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. õÂÙŒÁÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÁÎÎÏÍÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÕ (ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅËÔÒÏÎÕ ÁÔÏÍÁ).

îÏÍÅÒ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

5. œÙÒÏÖÄÅÎÉÅ ÇÌÁŒÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÄÌÉÎÁ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁ- ÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ n ÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Y_{m;l}, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÄÁŒÁÔØ ÜÔÏ n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ m ¡ n (ÌÅÍÍÁ 2). íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ dim U_m = 2m + 1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, " ŒÙÒÏÖÄÅÎÉÅ" ÕÒÏŒÎÑ ÜÎÅÒ- ÇÉÉ E_n (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ûÒÅÄÉÎÇÅÒÁ) ÒÁŒÎÁ n−1∑ m=0 (2m + 1) = n^2:

ó ÕÞÅÔÏÍ ÓÐÉÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2n^2 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ.

äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁ ÐÅÒŒÙÈ ÕÒÏŒÎÑÈ ÜÎÅÒÇÉÉ ÉÍÅÅÍ

n = 1; 2; 3; 4; : : :

2n^2 = 2; 8; 18; 32; : : :

üÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ. ïÎÏ É ÎÅÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ, Á 2n^2 | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ Œ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÕÒÏŒÎÑ E_n.

ïÄÎÁËÏ, Œ ÔÁÂÌÉÃÅ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ ÉÍÅÅÔÓÑ 2 ÐÅÒÉÏÄÁ ÐÏ 8: ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔÉÊ, É 2 ÐÏ 18. ïÂSSÑÓÎÉÍ ÜÔÏ.

6. úÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË. éÔÁË, ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÇÌÁŒ- ÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔŒÅÞÁÅÔ n^2 ÆÕÎËÃÉÊ Y_{m;l} Ó m ¡ n. æÉÚÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ m ÁÚÉÍÕÔÁÌØÎÙÍ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÉÌÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó m = 0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ, Ó m = 1 | p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 2 | d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Ó m = 3 | f-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, É Ô. Ä. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÅ 2p | ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ó n = 2 É m = 1. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ " ÜÎÅÒÇÅ- ÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÇÏÄÎÅÅ" d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÁË ËÁË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÂÌÉÚÉ ÑÄÒÁ Õ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ (ÓÍ. ÒÉÓ.). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, p ŒÙÇÏÄÎÅÅ d, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ s-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, p-ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁÎØÛÅ d-ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

åÓÌÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ ÍÅÖÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÍ ŒÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅÍ, ÉÌÉ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÏÄÎÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÇÏ ÁÔÏÍÁ ÄÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÁÔÏÍÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ).

ðÅÒŒÙÊ ÐÅÒÉÏÄ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2, ÔÁË ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÙÇÏÄ- ÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ 1s ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ 2 ÜÌÅËÔÒÏÎÁÍÉ.

üÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÐÅÒŒÙÈ 30 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÏŒ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ) Z üÌÅÍÅÎÔ W, üÌÅËÔÒÏÎÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ Üœ 1s 2s 2p 3s 3p 3d 4s 4p 4d 4f 1 H ŒÏÄÏÒÏÄ 13,6 1 2 He ÇÅÌÉÊ 24,6 2 3 Li ÌÉÔÉÊ 5,4 1 ÁËÔÉŒÎÙÊ ÍÅÔÁÌÌ 4 Be ÂÅÒÉÌÌÉÊ 9,3 2 5 B ÂÏÒ 8,3 2 1 6 C ÕÇÌÅÒÏÄ 11,3 úÁÐÏÌÎÅÎÙ 2 2 7 N ÁÚÏÔ 14,5 (2) 2 3 8 O ËÉÓÌÏÒÏÄ 13,6 2 4 9 F ÆÔÏÒ 17,4 2 5 10 Ne ÎÅÏÎ 21,6 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ 11 Na ÎÁÔÒÉÊ 5,1 1 ÁËÔÉŒÎÙÊ ÍÅÔÁÌÌ 12 Mg ÍÁÇÎÉÊ 7,6 2 13 Al ÁÌÀÍÉÎÉÊ 6,0 2 1 14 Si ËÒÅÍÎÉÊ 8,1 úÁÐÏÌÎÅÎÙ 2 2 15 P ÆÏÓÆÏÒ 10,5 2 3 16 S ÓÅÒÁ 10,4 (2) (8) 2 4 17 Cl ÈÌÏÒ 13,0 2 5 18 Ar ÁÒÇÏÎ 15,8 2 6 ÉÎÅÒÔÎÙÊ ÇÁÚ 19 K ËÁÌÉÊ 4,3 1 ÁËÔÉŒÎÙÊ ÍÅÔÁÌÌ 20 Ca ËÁÌØÃÉÊ 6,1 2⌉ 21 Sc ÓËÁÎÄÉÊ 6,5 1 2 ÒÅÄËÉÅ ÚÅÍÌÉ 22 Ti ÔÉÔÁÎ 6,8 2 2 23 V ŒÁÎÁÄÉÊ 6,7 úÁÐÏÌÎÅÎÙ 3 2⌋ 24 Cr ÈÒÏÍ 6,8 5 1 25 Mn ÍÁÒÇÁÎÅÃ 7,4 (2) (8) (8) 5 2⌉ 26 Fe ÖÅÌÅÚÏ 6 2 ÇÒÕÐÐÁ 27 Co ËÏÂÁÌØÔ 7,9 7 2 ÖÅÌÅÚÁ 28 Ni ÎÉËÅÌØ 7,6 8 2⌋ 29 Cu ÍÅÄØ 7,7 10 1 30 Zn ÃÉÎË 9,4 10 2

œ ÄŒÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ ÐÏ 8 ËÁÖÄÙÊ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ŒÎÅÛÎÉÈ ÏÂÏÌÏ- ÞÅË ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÉÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÉÄÅÎ- ÔÉÞÎÙ ÐÏ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ É ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ íÅÎÄÅÌÅÅŒÁ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌØÎÏ (" ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÅÝÅÓÔŒÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÁÔÏÍÎÏÇÏ ŒÅÓÁ"). œÓÅ ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ 2s, 2p É 3s, 3p ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

œ 4-Í ÐÅÒÉÏÄÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÁÎÏÍÁÌÉÉ. ïÂÏÌÏÞËÁ 4s ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅ- ÓËÉ ŒÙÇÏÄÎÅÅ, ÞÅÍ 3d. ðÏÔÏÍÕ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÎÁ, Á 3d | ŒÓÌÅÄ ÚÁ ÎÅÊ. œŒÉÄÕ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÏŒÎÅÊ 4s É 3d, ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Cr É Cu (ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÏÚÍÕÝÅÎÉÊ).

òÅÄËÏÚÅÍÅÌØÎÙÅ ÍÅÔÁÌÌÙ, É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ÖÅÌÅÚÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÈÏÄÎÙÍÉ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ŒŒÉÄÕ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ. òÁÚÌÉÞÉÑ ÏÂÕÓÌÏŒÌÅÎÙ ÂÌÉÚËÏ ÌÅÖÁÝÅÊ 3d ÏÂÏÌÏÞËÏÊ. îÏ, ËÁË É ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÐÅÒÉÏÄÙ, ÜÔÏÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÁËÔÉŒÎÏÇÏ ÍÅÔÁÌÌÁ (K), ÉÍÅÀÝÅÇÏ ŒÓÅÇÏ 1 ÜÌÅË- ÔÒÏÎ ÎÁ ŒÎÅÛÎÅÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ, É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÉÎÅÒÔÎÙÍ ËÒÉÐÔÏÎÏÍ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏÍÅÒ 36).

íÙ ÕËÁÚÁÌÉ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÅ 12 ÉÚ 18 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÞÅÔŒÅÒÔÏÇÏ ÐÅÒÉ- ÏÄÁ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞËÉ 3d É 4s ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ (ËÁË Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÃÉÎËÁ) É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ 4p, ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁ- ÀÝÉÅ 6 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞÅÔÅ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÂSSÑÓÎÑ- ÀÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÔÁÒÛÉÈ ŒÅÓÏŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ su(2) (s; p; d; : : :).