îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ËŒÁÄÒÁÔÁÈ óÔÉÎÒÏÄÁ í.ü. ëÁÚÁÒÑÎ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z_2[t_1; : : :; t_n], deg t_i = 1, ÇÄÅ n ≫ 0 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ËÏÌØÃÏÍ Z_2-ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P^∞ ×: : :×P^∞, ÎÏ ÐÏËÁ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sq ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Sq t_i = t_i +t^2_i . üÔÏÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sq^k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ Sq = 1 + Sq^1 + Sq^2 + : : : .

áÌÇÅÂÒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Sq^k, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ óÔÉÎÒÏÄÁ A^∗ = A^0 ⊕ A^1 ⊕ A^2 ⊕ : : : . âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ Œ ÜÔÏÊ (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÊ ÎÅËÏÍ- ÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÅ ÎÁÄ Z_2 ÓÌÕÖÁÔ ÓÉÍŒÏÌÙ Sq^1; Sq^2; : : :, Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÔÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Z_2[t_1; : : :; t_n] ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

úÁÄÁÞÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∗ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ Sq^k!_m, ÇÄÅ !_m | m-Ñ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ t_1; : : :; t_n (ÏÔŒÅÔ, ÄÁÎÎÙÊ Œ ËÎÉÇÅ æÏÍÅÎËÏ É æÕËÓÁ, ÎÅŒÅÒÅÎ).

úÁÄÁÞÁ. ðÏÌÏÖÉÍ u = !_n = t_1 : : :t_n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÉÄÁ a u ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ u, ÇÄÅ a ∈ A^∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A^∗u ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ŒÉÄÁ Sym (t^{k1}_1 : : : t^{kn}_n ) u, ÇÄÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ k_i ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ 2^p − 1. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔ- ÓÀÄÁ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Z_2-ÂÁÚÉÓÁ Œ A^∗ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ŒÉÄÁ Sq^{ik} : : : Sq^{i1} , ÇÄÅ i_k ⩾ 2i_{k−1}; : : :; i_2 ⩾ 2i_1.

íÏÎÏÍÙ ÏÔ Sq^k ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ, ËÁË Œ ÚÁÄÁÞÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ. éÚ ÚÁÄÁ- ÞÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÉÄÁ Sq^aSq^b ÐÒÉ a ¡ 2b ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ.

úÁÄÁÞÁ. œÙÐÉÛÉÔÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ A^k ÁÌÇÅÂÒÙ óÔÉÎÒÏÄÁ ÐÒÉ k ⩽ 10.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ áÄÅÍÁ: ÐÒÉ a ¡ 2b

Sq^aSq^b = a+b 3∑ c=0 C^?_? Sq^{a+b−c}Sq^c:

úÁÄÁÞÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Sq = 1 + ff. œÙÒÁÚÉÔÅ ÞÅÒÅÚ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÄÏ ÓÔÅÐÅÎÉ 5 ÒÑÄÁ (Sq)^{−1} = 1 − ff + ff ff − ff ff ff + : : : .

úÁÄÁÞÁ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÄÏ ÓÔÅÐÅÎÉ 5 ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ œÕ v = Sq^{−1}!, ÇÄÅ ! = 1 + !_1 + !_2 + : : : .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ M = M^0 ⊕ M^1 ⊕ : : : = lim_N H^{N +∗}(MO(N); Z_2) = Z_2[!_1; !_2; : : :] u. ðÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØÃÏÍ H^∗(BO) = Z_2[!_1; !_2; : : :], ÇÄÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ u ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ ôÏÍÁ. ëŒÁÄÒÁÔÙ óÔÉÎÒÏÄÁ ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ M ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ

Sq^k!_m = k∑ i=0 C^?_? !_{k−i}!_{m+i}; Sq^ku = !_k u:

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ óÔÉÎÒÏÄÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏ Œ M; ÕËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ.

œÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍÉ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÔÏ- ÐÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ MO(N), Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ËÏÂÏÒ- ÄÉÚÍÏŒ ˙_n. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ A^∗-ÍÏÄÕÌÑ M ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó Z_2-ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐ ˙_∗ = ß_{N +∗}(MO(N)), N → ∞.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_+ = A^{¿0}M ⊂ M ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ óÔÉÎÒÏÄÁ. ôÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÕÓÔØ e_1; e_2; : : : | ÂÁÚÉÓ ÎÁÄ Z_2 ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M=M_+. ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ e_i ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A^∗-ÍÏÄÕÌÑ M.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y_i ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ∑ t^i (ŒÙÒÁÖÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÅ !_k ). œÙÂÅÒÅÍ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i + 1 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉ.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ M=M_+ ∼= Z_2[y_2; y_4; y_5; y_6; y_8; : : :]u. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A^∗-ÍÏÄÕÌÑ M ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÏÔ y_i.

ëŒÁÄÒÁÔÙ óÔÉÎÒÏÄÁ Sq^k ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ Œ Z_2-ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÁË ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. þÅÒÅÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁ- ÖÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ E → X | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ôÏÍÁ t : H^k(X; Z_2)^≃→ H^{n+k}(T E; Z_2) ËÌÁÓÓ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ !_k(E) ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ Œ k-Ê ËŒÁÄÒÁÔ óÔÉÎÒÏÄÁ ËÌÁÓÓÁ ôÏÍÁ u = t(1),

!_k(E) · u = Sq^k u ∈ H^{k+n}(X; Z_2):

ïÂÒÁÔÎÏ, ËŒÁÄÒÁÔÙ óÔÉÎÒÏÄÁ ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ (Œ ËÏ- ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ).

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÃÉËÌ, ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÏ ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ff ∈ H^∗(M; Z_2), ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎ ÇÌÁÄËÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f : N → M, deg ff = dim M −dim N (Ô.Å. ff = f_∗1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

Sq^kff = f_∗!_k (f);

ÇÄÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ !_k (f) ∈ H^∗(N; Z_2) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÚÁÄÁ- ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ !(f) = !(f^∗T M − T N) =^{f ∗!(T M )}_{!(T N )} . (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÔÅ ÓÐÅÒŒÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ N ⊂ M | ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É f | ŒÌÏÖÅÎÉÅ.)

ëÌÁÓÓÏÍ œÕ v = 1 + v_1 + v_2 + : : : ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ v = Sq^{−1}!(M). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ !_k(M) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÌÁÓÓÙ œÕ v_i ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ óÔÉÎÒÏÄÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ (ÆÏÒÍÕÌÁ œÕ). ðÕÓÔØ M | ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ n. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ k ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Sq^k : H^{n−k} (M; Z_2) → H^n(M; Z_2) = Z_2 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ v_k.

æÏÒÍÕÌÕ œÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÁÍ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔŒÉÅ Sq^k ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ œÕ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁ- ÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ !^2_1(M) = !_2(M).

úÁÄÁÞÁ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ n-ÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÐÒÉ n = 3; 4.

äÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. ðÕÓÔØ Ø | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÈ !_i. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ø_˚ (M) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ !_i ÂÅÒÕÔÓÑ ÎÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, Á ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ûÔÉÆÅÌÑ-õÉÔÎÉ !_i(˚_M ), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ !(˚_M )!(M) = 1.

úÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ Ø u ∈ M_+. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Ø_˚ (M) = 0 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M.

úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÊ, ŒÙÔÅËÁÅÍÙÈ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ œÕ.